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汶 本 书 是 根据 我 1984 年 夏天 在 暑期 教学 中 心 讲授 微分 几何 
时 的 讲义 编写 而 成 的 .讲义 的 整理 工作 ,完全 是 由 沈 纯 理 和 翌 言 林 
两 位 同志 动手 。 虚 言 林 同 志 并 对 某 些 部 份 有 所 增补 ， 第 八 贡 的 附 
RRR SH. FETA Ba. 
文本 书 的 内 容 是 微分 几何 人 门 的 第 一 步 。 RoR 
题 , 从 其 一 个 角度 来 看 ,是 非常 浅显 的 。 对 此 ， 一 些 国内 国外 的 学 
者 和 同事 表示 不 解 ， 问 我 为 什么 要 远 涉 重洋 来 讲 这 人 么 起 的 读 。 目 
然 这 就 间接 提出 了 为 什么 我 要 在 中 国 发 表 一 本 这 么 初步 的 著作 的 
疑问 ， 我 的 回答 是 分 开 两 方面 的 。 第 一 ， 我 很 喜欢 讲 初 步 的 课 和 
写 初 步 的 书 ;其 次 ,我 素来 信服 唐 朝 魏 征 的 四 句 话 : 
欲 流 之 远 者 ， 必 浚 其 泉源 ， 
求 木 之 长 者 ， 必 固 其 根本 ， 
在 目前 偏重 所 谓 " 尖端 科 学 ”的 时 刻 ， 这 种 “ 浚 源 、 固 本 ”的 教育 工 
作 ， 是 很 有 可 能 被 忽略 的 。 这 本 书 是 我 们 三 个 人 对 这 方面 的 一 个 
小 贡献 。 


Ah 35, BE 
1985 年 5 月 于 加 州 


致 读者 的 话 


你 们 的 事业 的 成 长 ,应 该 像 一 棵 树 的 成 长 一 样 ，” 让 
态 是 顺 其 自然 ,无 间断 、 和 全 面 的 。 我 希望 你 们 的 根 能 够 
在 这 个 学 院 的 肥沃 土地 下 面 尽量 深入 ， 以 使 你 们 的 树干 
RRMA, AH, RL EAR BSR ow 
RRA RADE ERB ER REPRRHARER 
大 十 ,也 会 有 行 雷 闪 电 。 所 以 切 匆 长 得 太 快 太 高 ,” 


以 上 的 一 段 话 ， 是 当代 英国 演员 罗 伦 士 奥 利 维 亚 在 1947 年 
Old Vic 戏剧 学 院 开幕 典礼 中 ,向 学 生 致词 的 一 部 份 IL AIF 
对 你 们 是 有 特殊 意义 的 . 因为 这 本 书 是 一 本 很 初步 的 书 ， 如 果 你 
们 有 意 细 读 这 本 书 的 话 ， 则 最 少 妥 乔 清 楚 从 这 本 书 中 你 们 能 够 得 
到 什么 。 目 前 一 般 研 究 生 心目 中 ， 最 过 切 的 问题 似乎 是 ， 有 没有 
一 个 可 以 写 一 篇 文章 的 小 题目 ? 因此 我 要 先 此 声明 . 这 本 书 不 讨 
论 这 一 类 的 小 题目 ， 我 写 这 本 书 的 原意 ,只 是 希望 能 使 “你 们 的 根 
RBA PRRA”. Dae BA SAMH BER ABS RIC CHS 
ATR. 书 内 所 讨论 的 题目 ,都 是 一 般 的 和 基础 性 的 ,而 且 也 是 任 
何 一 个 几何 学 家 所 熟悉 的 . 要 是 你 们 能 够 好 好 掌握 这 几 个 基本 人 性 
的 概念 ,并 且 在 将 来 能 对 几何 学 有 一 个 比较 全 面 的 理解 , 则 日 后 自 
然 能 够 挑 一 些 有 意义 的 大 题目 来 做 . 急 功 好 利 、 只 顾 有 眼前 的 收获 、 
和 只 找 易 做 的 小 题目 来 写 文章 ， 这 都 不 是 一 个 数学 工作 者 所 应 有 
的 态度 ， 这 本 书 应 该 是 你 们 向 前 迈进 的 踏 脚 石 之 一 我 希望 你 们 
很 快 就 会 超过 这 本 书 的 范围 . 

每 一 本 书 的 作者 都 有 一 点 和 一 个 魔术 师 相 同 的 地 方 ， WEA 
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前 观众 或 读者 所 看 见 的 一 切 ， 刚 好 是 他 和 希望 他 的 读者 或 观众 所 看 
见 的 一 切 。 那 么 在 我 心中 ,幻想 你 们 能 够 从 这 本 书 中 看 到 的 是 什 
ANE? 

第 一 ,你 们 会 了 解 书 内 的 定义 和 定理 都 既是 人 为 的 ,又 同时 是 
合理 的 。 也 许 你 们 认为 一 本 书 要 写 得 高 深 莫 测 ， 才 能 显 出 作者 的 
地 回潮 从。 但 是 我 却 希望 你 们 会 觉得 书 中 的 一 切 ， 不 但 是 理 所 当 
做 ， 面 且 是 容易 得 只 要 肯 化 一 点 功夫 就 可 以 自己 做 出 来 的 。 要 做 
到 这 一 点 ,除了 一 般 的 “定义 一 定理 -> 证 明 ” 基 本 形式 以 外 ,我 设法 
多 加 一 ` 些 按 语 来 说 清楚 每 个 主要 定义 和 主要 定理 的 来 万 去 脉 和 
观 意 义 。 另 一 方面 我 也 要 指出 ， 书 内 的 概念 和 结果 所 以 被 认为 是 
基本 性 的 ,并 不 是 因为 某 某 权威 说 过 是 如 此 如 此 ,而 是 因为 经 过 时 
闻 的 考验 后 ,发 现 确切 是 如 此 的 。 就 是 说 ,从 经 验 的 总 结 ， 我 们 现 
在 知道 这 些 概 念 和 定理 是 有 用 和 必需 的 。 所 以 一 个 初学 者 应 该 至 
力 于 探求 为 什么 所 学 的 是 有 用 的 和 必需 的 ， 否 则 不 能 对 所 学 有 一 
个 全 面 的 了 解 ， 这 种 治学 态度 ,其 实 不 单 是 适用 于 数学 上 ,而 是 适 
用 于 一 切 学 间 的 领域 上 的 ,包括 社会 科学 在 内 . 

其 次 ,我 希望 你 们 能 够 把 握 全 书 的 要 点 ,同时 也 能 把 握 每 个 定 
理 、 每 个 证 明和 每 个 概念 的 要 点 .一 本 好 的 数学 书 应 该 不 同 于 一 
本 字典 。 在 后 省 当中 每 一 个 字 都 占有 同等 的 地 位 ， 但 是 如 果 说 这 
本 书 内 无 数 的 定义 定理 和 证 明 都 是 同样 重要 的 ,就 未 免 藻 读 无 移 
T. 比方 说 , 弧 长 的 二 次 变 分 公式 只 是 一 个 一 般 性 的 技巧 性 结果 ， 
要 点 在 于 弄 清 楚 如 何 将 它 应 用 于 具体 的 情况 ， 而 不 在 于 探讨 这 个 
公式 本 身 的 深度 或 研究 这 个 公式 的 推导 。 所 以 不 应 该 只 算出 这 个 
公式 而 不 给 应 用 ， 更 不 应 该 把 这 个 公式 当 作 主 要 定理 之 一 ， 又 比 
W, Synge 定理 的 证 明 看 来 是 相当 累 资 的 。 但 是 如 果 从 一 个 很 下 
MARK ,F 出 发 点 ,就 是 “任何 一 个 非 单 连通 的 紧 致 黎 曼 流 形 上 以 
存在 一 :个 非 同 伦 于 零 的 最 短 闭 曲线 ”, 则 其 它 一 切 都 是 顺理成章 的 
了 。 押 以 我 希望 你 们 能 够 培养 一 个 习惯 ， 总 朗 问 ， 这 本 书 的 要 点 
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何在 9 这 一 章 的 要 点 何在 ?这 个 证 明 的 要 点 何在 ? 能 找到 所 有 这 
些 间 题 的 答案 ,才能 说 有 真正 的 了 解 ， 

最 后 ， 我 希望 你 们 能 够 完全 以 直观 的 眼光 去 了 解 这 本 书 的 内 
容 。 所 有 数学 书 都 是 充满 了 技术 性 的 术语 的 ， 因 为 为 了 机 表达 疹 
楚 ,作者 毫 无 选择 的 余地 ， 但 是 一 个 数学 工作 者 的 思考 ,大 部 份 时 
修 是 靠 直 观 ( 甚 至 是 过 份 简 化 的 直观 ) 的 想法 来 加 前 推进 的 。 在 几 
何 学 上 这 一 点 尤其 是 重要 ， 所 以 书 内 这 一 类 直观 的 讨论 ， 比 其 它 
的 数学 课本 会 多 一 点 。 也 许 你 们 还 迷信 所 谓 数学 严格 性 ”， 以 为 
数学 上 最 重要 的 是 每 一 步 推 论 的 正确 性 。 这 个 论点 ， 相 当 于 说 重 
迅 文 章 的 好 处 ， 主 要 是 在 于 每 句 话 都 写 得 很 通顺 。 我 项 望 你 们 不 
会 犯 这 个 " 见 小 不 见 大 ”的 毛病 。 - 

当然 以 上 三 点 只 是 我 个 人 的 幻想 。 现 实 和 幻想 的 距离 可 能 很 
kK. 但 是 当知 道 我 的 意图 之 后 ， 希 望 你 们 能 够 用 自己 的 想像 力 来 
填补 这 本 节 的 不 足 之 处 . 

我 讲 这 个 课 的 时 候 ， 刚 好 和 奥运 会 重合 。 由 于 祖国 在 奥运 会 
上 的 丰收 ， 自 然 引 起 了 ”为 什么 中 国 数学 家 不 能 拿 数学 界 的 金牌 
的 问题 ， 于 是 “ 拿 金 牌 ” 这 个 口号 不 肥 而 走 ， 甘 期 中 心 的 同志 们 人 
人 面 上 都 挂 了 同一 个 问号 : “中 国 在 化 么 时 候 才 拿 数 学 外 的 第 一 
面 金牌 ?” 这 个 问题 后 来 甚至 在 杂志 ; 报章 上 也 馈 提 出 来 了 ， 这 个 
想法 实在 很 具有 刺激 性 。 若 是 真能 把 一 六 严肃 的 学 同 当 作 一 种 体 
” 育 比 赛 ， 以 后 可 以 玩 的 花样 就 多 得 不 可 想像 ， 比 方 说 ， 人 民 日 报 
第 一 页 可 能 有 如 下 的 标题 。 “Poincaré SMart wy Lae, 
Poincaré 大 胜 , 五 比 零 ,” 又 或 :“ 群 论 决 赛 ，Abel FAR Galois, 不 
幸 以 二 比 三 败北 ”等 等 。 不 过 我 猜想 提倡 在 数学 上 拿 金牌 ,主要 
的 用 意 也 不 过 是 作为 一 种 鼓励 罢了 。 这 个 用 意 自然 是 很 好 的 ， 但 
是 ， 这 个 口号 却 不 幸 被 人 误解 ， 以 为 学 数学 的 最 终 目 的 ， 不 外 
是 拿 一 个 什么 奖 之 类 。 这 就 和 古代 “- 载 寒窗 ， 一 举 成 名 ”的 封建 
思想 ， 有 太 多 重合 之 处 了 。 你 们 一 定 很 消 楚 地 认识 到 ， 在 你 们 目 
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已 这 一 代 当 中 ， 文 种 功利 主义 的 想法 已 是 与 日 俱 增 ， 犯 不 着 再 用 
“金牌 ”作为 鼓励 了 . 我 觉得 比较 值得 做 的 事 ， 倒是 鼓励 你 们 去 塔 
养 一 种 “实事 求 是 ， 为 这 门 有 修 久 历史 的 学 间 尽 一 已 之 力 ” 的 学 痢 
风度 。 只 是 这 件 事 一 说 开 来 就 不 是 三 言 两 语 所 能 够 说 清 息 轩 ， 而 
且 恐 怕 也 有 一 些 说 教 的 味道 . 所 以 我 还 是 回 过 头 来 和 你 们 讨论 数 
= a 

“信人 铭 牌 > 的 另 一 个 用 意 ,就 是 举 出 一 个 目标 ,希望 大 家 朝 这 个 
HAE. 从 一 个 数学 工作 者 的 立场 看 米 ， 这 个 做 法 似 平 不 够 物 
底 。 如 果真 要 坚持 这 个 观 所 ， 就 不 如 索性 举 出 最 伟大 的 数学 家 作 
为 年 青 人 的 榜样 。 古 语 云 : “ 取 法 平 上 ， 得 法 平 中 。 Wide Ale 
中 二 我 的 人 的 看 法 ， 数 学 史上 登峰造极 的 数位 ， 还 要 数 十 九 世 纪 
的 高 斯 ， 黎 曼 ， Abel， Poincaré 等 等 。Hermann Weyl 在 1944 
年 写 Hilbert 的 剧 文 时 就 说 过 ,伟大 如 Hilbert, 他 的 学 术 成 就 还 
不 及 高 斯 和 黎 曼 。 但 也 是 Weyl, 毫 不 含 峙 地 加 上 一 句 话 :“ 在 我 
们 ( 即 Weyl 本 人 ) 这 一 代 当 中 ， 并 没有 一 个 能 够 和 Hilbert 相 比 
的 数学 家 .”Weyl 是 被 公认 为 本 世纪 数一数二 的 数学 家 ， 同时 也 
许 是 数学 史上 最 后 的 一 个 全 才 ， 可 是 从 他 这 个 评价 ， 就 可 以 了 解 
为 什么 要 是 想 攀 登 数 学 的 高 峰 ， 就 非 要 拿 这 些 十 九 世纪 的 大 师 们 
作 榜 样 不 可 。 要 认识 他 们 的 成 就 ， 就 得 要 念 他 们 的 全 集 。 如 打从 
“合金 牌 * 而 不 谈 这 个 明显 的 事实 , 则 无 形 中 变 成 鼓励 年 至 人 M 
关乎 中 ”, 结 果 自 然 “ 得 法 竹下 ， 这 就 和 提倡 这 个 口号 的 原意 脱 王 
J. 

你 们 一 定 以 为 “向 大 师 们 学 习 ， 只 是 一 句 说 来 动听 而 不 切实 
际 的 话 。 这 是 可 以 理解 的 reese KIN ES 看 的 文章 总 是 要 
愈 新 您 好 所 以 一 .二 十 年 前 的 文献 已 是 有 过 时 之 嫌 , 更 性 论 十 7 
世纪 的 文莉? 可 是 这 个 提 法 是 无 需 我 来 辩护 时 ， 因为 有 才学 远 超 
过 我 的 人 来 代替 我 这 桩 做 ， 在 我 作 研究 生 的 时 候 ， 有 一 次 去 听 
André Weil 演讲 。 他 一 开头 就 说 年 至 人 一 定 要 找 高 斯 ,Euler 等 
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第 一 流 数 学 家 的 全 集 来 读 。 在 这 方面 ，Weil 是 一 个 言行 -- 致 的 
A. 1947 年 有 一 段 时 间 他 的 情绪 低落 , 但 从 翻阅 高 斯 的 文集 中 得 
HAR Amite TERS REX TRAE TERR 
几何 发 展 的 “Weil FE. 其 实 相像 的 例子 是 太 多 了 。 SHE 
举 ,不 如 推荐 下 列 数 篇 文章 ,让 你 们 自己 亲身 体验 轩 : 

(一 ) 高 斯 创造 近代 曲面 几何 学 的 文章 ，Disquisitiones gene- 
rales circa superficies curves. 这 篇 文章 最 近 刚 有 新 的 英文 翻译 
ANER. WEJ P. Dombrowski, 150 Years After Gauss? Disqui- 
sitiones ---, Astdrisque, Vol. 62, Soc. Math. France, 1979. 

(=) RSU “PSL” EX: Über die Hypothesen, 
welche der Geometrie zu Grunde liegen. 1 Fe OS ES A BS 
详细 的 解释 可 在 本 书 参 考 文献 [S8, 1] 中 找到 ， 

(=) Poincaré 创造 代数 拓扑 的 一 系列 文章 ; 

Analysis situs, J. Ecole Polytechnique (2) 1 (1895), 1 一 
121; | | 

1" Complément, Rend. circ. mat. Palermo 13(1899 ),285— 
343; 

29 Complément, Proc. London Marh. Soc. 32(1900),277— 
308; | 

3° Complément, Bull. Soc. Math. France 3001907) 49— 
70: 

4° Complément, J. Math. Pure Appl. (5) 8(1902), 169— 
214; 

> Complément, Rend. circ. mat. Palermo 18(1904) 45— 
110. 

这 些 文章 都 是 你 们 基本 上 能 够 看 懂 的 。 同时 我 也 可 以 保证 ， 
它们 是 会 使 你 们 感觉 无 限 鼓舞 的 . 

最 后 我 们 再 回 到 “ 拿 金 牌 这 个 问题 罢 ， 一 般 人 以 为 参加 奥运 
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会 的 唯一 县 的 就 是 拿 金牌 。 去 年 李宁 拿 了 三 面 金牌 ,举国 称 庆 ,而 
童 非 一 面 也 拿 不 到 。 所 以 用 ”“ 拿 金牌 ”的 尺度 来 衡量 ， 成 功 和 失败 
的 分 野 ,真是 一 目 了 然 。 但 是 “金牌 得 主 ? 的 李宁 ,他 个 人 的 想法 又 
ETLE? ”你 们 可 以 去 图 书馆 翻 看 他 在 1984 年 底 发 表 在 报章 
上 ， 以 “ 童 非 是 真正 的 英雄 ”为 题 的 文章 ， 就 可 以 看 到 另外 一 个 观 
氮 。 其 实 参 加 体育 竞赛 ,或 者 是 钻研 数学 ,也 只 不 过 是 人 生 的 一 部 
份 而 已 ， 探 求人 生 的 意义 ,是 我 们 至 死 的 一 天 都 学 不 完 的 大 学 问 . 
下 面 录 出 的 两 段 话 ， 也 许 足 以 提供 一 些 与 众 不 同 的 看 法 给 大 家 作 
BA. 第 一 段 是 近代 奥运 会 始 创 人 Pierre de Coubertin 说 的 . 
运动 的 目的 不 在 胜利 而 在 竞争 ， 
人 生 的 意义 不 在 克服 而 在 奋斗 。 
男 一 段 则 是 上 古代 希腊 奥运 会 的 格言 之 一 
切 银 妥 求 胜利 ,只 应 要 求 有 一 往 无 前 的 勇气 . 因 
为 从 坚 全 不 拔 的 奋斗 中 ,你 将 为 自己 带 来 荣誉 ， 
但 更 重要 的 ,你 将 为 全 人 类 带 来 光荣 ， 


Af. 3, BE 
1985 年 6 月 于 北京 大 学 
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$ 1 线性 联络 , 黎 曼 度量 和 平行 移动 


本 节 参 考 文献 
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[S8, lI], 第 6-1 页 至 第 6-17 页 。 
[Mi], $ 8, 


关于 本 书 所 讨论 的 课题 ， 我 们 想 先 说 几 旬 。 为 此 先 列 出 下 列 
式 子 : 
微分 几何 己 微分 拒 扑 己 点 集 拓扑 。 : 

这 里 记号 和 “表示 研究 对 象 的 集合 之 包含 关系 。 细 说 起 来 ， 点 集 
拓扑 研究 的 是 一 般 拓 扑 空间 ， 微分 拓扑 研究 C” 流 形 ， 而 微分 几 
何 处 理 的 则 是 C” 流 形 , 并 带 有 某 种 附加 结构 。 这 里 所 谓 的 附加 
结构 可 以 是 一 个 黎 受 度量 ,也 可 以 是 一 个 联络 ， 或 是 一 个 张 量 场 .。 
研究 对 象 越 少 ,研究 的 方法 和 结果 吏 越 多 .例如 在 微分 所 扑 中 惯用 
的 微 积 分 算法 在 点 集 扰 扑 学 中 就 不 能 用 . ER ATO a E a 
了 微分 几何 与 其 他 数学 分 支 的 关系 ， 

微分 几何 的 核心 是 关于 流 形 上 黎 坚 度量 的 研究 ， 这 就 是 所 谓 
的 黎 曙 几何。 本 书 讨论 的 正 是 黎 曼 几何 ， 

BADIM ,我 们 假定 读者 对 微分 流 形 已 有 初步 的 了 解 (例如 
[CC] HATE ARER ERAUR RT R 中 
BH RY HATE ). 

C” YUEM L—MR RRR SEH Ave? 我 们 帮助 大 家 回忆 
一 下 定义 。& 是 一 个 “C” 指定”.“ 指 定 ” 的 合 义 就 是 对 于 M 的 每 
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一 个 切 向 量 空 间 MEM) HE M: 中 一 个 向 量 内 积 8g:( ，) 
(有 时 把 g:( ，) 记 为 ( ，):, 类 似 地 有 时 记 g( ，) 为 ( D. 
所 谓 指定 是 CER: 对 M 的 任意 一 个 局 部 坐标 系 (x， they 
x*), We | 


uO elg Ox, x) 


则 这 些 gil) 是 坐标 (x:,…:，x*) 的 CP 函数 . 在 此 提请 注 
意 : 8x( ，) 是 内 积 这 一 事实 就 相当 于 矩阵 [g hee, HIE 
定 对 称 世 .如果 用 张 量 的 语言 来 说 ，& 其 实 就 是 M 上 一 个 5” 二 
阶 共 变 张 量 场 ,并 且 具 有 下 列 性 质 ; 对 以 中 任意 向 量 场 X,Y ,有 
g(X, Y) =g8g(Y, X), (X, X) 20. 

并 且 8&:(X, X) 一 0 的 充 要 条 件 是 X(x) 一 0。 值得 注意 ,C” 流 
形 上 总 可 找到 一 个 黎 曼 度量 (参阅 [CC1， 第 133 页 定理 11). 

车 于 研究 黎 曼 度量 之 前 , 先 谈 谈 联络 " ,从 概念 的 复杂 程度 上 
讲 这 是 较为 简单 的 ， 联 络 是 什么 呢 ? 至 少 有 四 种 不 同 但 彼此 等 价 
的 说 靶 来 毅 述 它 (参阅 本 节 的 附录 或 (S88, H] 5 一 8)。 现 在 我 们 
先 给 它 一 个 直观 的 描述 ;联络 者 就 是 使 我 们 得 以 对 流 形 上 向 量 场 
进行 "微分 ”的 一 种 手段 。 让 我 们 沿用 这 种 直观 的 方式 来 启明 它 的 
形成 背景 ,我 们 是 研究 微分 儿 何 的 ,所 以 能 对 向 量 场 做 微分 自然 是 
头等 重要 的 事 ， 于 是 上 面 说 的 联络 势必 为 一 个 最 重要 的 概念 。 看 
看 在 欧 氏 空间 R 中 是 如 何 微分 一 个 向 量 场 的 (这 当然 是 大 家 熟 
悉 的 )。 简 单 说 来 ,如 果 v 是 p€ RR* 处 一 个 向 量 ，f 是 Pp 点 附近 
的 一 个 可 微 函 数 , 那 么 方向 导数 D,f 是 可 以 定义 的 , 它 就 是 一 个 
实数 

D,f = tim Het = = ON 
FIr 

现 设 X 是 了 点 附近 的 一 个 向 量 场 ， 于 是 X WRATH C” Hy 
X 一 (X',.…,X"*), 其 中 X 是 由 等 式 
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所 确定 的 ，(x',，…,x") 是 及 ”的 自然 坐标 。 这 时 向 量 场 X 沿 ” 
的 导数 就 定义 为 

D,X = (D,X',-++, D,X*), 
BN 


D,X = > (D, Xi) 2. 


D,X 有 下 列 显 见 的 性 质 ( 这 些 性 质 只 不 过 是 函数 的 方向 导数 性 质 
的 翻版 ) | 
(a) DX =aD,X, Wace R: 

(b) D,GX) = (D.f)X + fD.X, V BR f; 

(c) D,CX, + X,.) = D,X,+D,X, V WRH X, Xa; 

(d) D +X = D,X + DyX, V 向 量 v,，v'， 
只 做 形式 计算 时 ，(a) 一 (d) 正 是 我 们 关于 R 中 向 量 场 的 做 分 
运算 所 需 知 道 的 全 部 性 质 。 当 然 我 们 还 知道 

D, 2- = 0, 
Ox i 

可 是 这 个 性 质 不 能 推广 到 微分 流 形 的 情形 ， 只 能 割爱 了 ， 上 述 讨 
论 稍 做 改变 如 下 : 如 果 V 是 ?的 领域 中 一 个 向 量 场 ， 使 得 VG) 
一 v， 则 定义 一 个 向 量 场 DvX 为 ; 
| (DyX)(p) = D,X. 
于 是 (a) 一 (d) BH 

(C1) Div+ewX = fDvX + gDyX; 

(C2) Dv(fX) = “(Dvf)X + fDyX; 

(C3) D(X + Y) = DyX + D,Y, 
Hp V, W, X,Y 是 R bey, feg 是 R* 上 的 函数 ， 

综合 起 来 ， 上 面 讨 论 的 要 点 是 : 在 R 中 给 定向 量 场 了 和 
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XX。 我 们 可 以 定义 方向 导数 ”DyX。 它 依 旧 是 向 量 场 并 具有 性 质 
(C1)—(C3), 

现在 让 我 们 置身 于 微分 流 形 的 情形 。 设 了， X 是 流 形 M 上 向 
量 场 。 在 邓 的 任 一 个 坐标 邻 域 内 (其 内 的 坐标 国 数 是 x!,， ,x")， 
V 与 X 可 看 做 是 Re 中 某 开 集 上 的 向 量 场 , 于 是 在 这 个 坐标 邻 域 
内 可 以 搬 用 R: 的 情形 来 定义 DyX， 它 是 此 坐标 邻 域 内 的 向 量 
场 ， 很 自然 地 设想 ， 将 各 个 坐标 邻 域内 如 此 定义 出 的 向 量 场 ， 拼 
RM 上 整体 定义 的 同 量 场 ,从 而 给 出 M 上 的 DvX。 可 是 这 是 行 不 
通 的 ,麻烦 出 在 上 述 局 部 定义 的 DvX 依赖 于 坐标 水 数 的 选取 . 假 
若 在 坐标 邻 域 和 ll 和 ASHRAM (r) Aly}. 4 
UNS = OD, 按照 上 述 办 法 ，DvX E U 中 就 应 是 


Dy = ` (Dyf) Z 
其 中 X 一 PS. 在 % 中 就 应 是 


DyX 一 之 (Dyg’ ) — By 2, 


seth X = 2 g Jy 如果 设想 它们 能 拉 起 来 ,就 表示 在 U NY 
中 有 
ar na 
之 (Dyf) Dei 之 (Drvg ) ay 
不 过 的 是 ,这 个 式 子 几乎 总 不 能 成 立 。 因 为 如 果 它 成 并 , 则 必 有 
D (rf) 2 = Ži Dre’) ay 


-E Ow)? ay Oe? 


o Bp 


i 
Def’ ra > (Drg) On Vi (1.1) 
j Oy : 


ax=->r2- 


gi = isn Vi (1.2) 
n 5. x’ 
将 (1.2) 代 人 (1.1) 得 


| = Dyf k Oy \ Oxy; 
Drt Dyf + 2 f (Dy Aah ) By Vt, 
从 而 有 
| k Oy! \ Ox 一 
2f (Dy aa) be 0 (1.3) 
由 于 £ D z 一 及 《这 里 a 是 Kronecker 记号 ), 故 
k Oy! \ Ox" 
5 | (D ” Ox ) Oy! 
一 ap, (2X. . 3z k Ox 
之 fi Gos Ba) ~ Dts ak -Dr 人 i) 
将 此 式 与 (1.2) 代 人 (1.3) 即 得 


> # (Dr 5 mi) 0, Vi. (1.4) 


容易 写 出 具体 例 EUDAR, 从 而 在 UKU, Y 中 分 别 定义 的 
DX 不 能 拼 起 来 ,前 面 的 设 蕊 就 失败 了 . 

习题 1。 给 出 合适 的 X V, h h EO ARRI. 

上 面 完 长 而 曲折 的 分 析 是 想 告 诉 读者 ， 要 定义 M 上 的 DrX, op. 
不 可 机 械 地 将 : R* 中 那个 “方向 导数 ” 搬 过 来 . 须知 能 搬 过 来 的 东 
西 是 微分 流 形 结构 本 身 所 弄 含 的 ， 所 以 想 杰 定义 出 M 上 的 DrX, 
无 疑 要 在 M 上 附加 一 个 异 于 微分 结构 的 结构 。 干 脆 设 想 这 个 附加 
结构 不 多 不 少 正 是 DrX. 它 自然 很 像 R* 中 的 方向 导数 ,不 过 又 
不 能 太 像 ， 以 后 称 之 为 联络 结构 ， 数 学 中 定义 一 个 东西 有 时 采用 
“优先 权 “的 方法 ， 这 就 是 把 我 们 最 急于 知道 的 关于 那个 东西 的 性 
质 做 为 定义 。 例 如 V 2 定义 为 有 理 数 列 {9;} 的 等 价 类 , 其 中 g 
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越 来 越 接 近 2。 我 们 现在 采用 此 法 定义 联络 ， 

EX C° REM 上 的 一 个 联络 就 是 对 每 一 对 C 向 量 场 
六 ,和 ,指定 一 个 新 的 C” 向 量 场 DrX, 使 得 它 具 有 方向 导数 拥有 
的 那 三 条 性 质 (C1) 一 (C3)。 在 (C1) 一 (C3) 中 出 现 的 Dyf 理 
WA Vi. | 

上 述 定义 表 朋 联络 是 R 中 方向 导数 概念 的 推广 。 换 句 话 
Wo R 中 的 方向 导数 是 一 个 特殊 的 联络 (标准 联络 )， 为 了 进 一 
步 弄 清 联络 的 定义 ,我们 加 一 些 注 记 . 

注 记 1, “Rid MLR, 该 是 联系 着 一 些 东 西 罢 。 究 
EKRAR? 答案 是 M 中 各 后 的 切 空间 ， 这 一 后 将 在 以 后 做 详 
细 解 释 ， 

注 记 2。 给 定 一 个 联络 之 后 ， 人 们 把 向 量 场 DvX RIXE 
V 的 协 变 导 数 。 因 此 DD 有 时 称 为 协 变 微分 、 协 变 二 字 可 字面 地 理 
解 为 ， 随 着 坐标 系 的 改变 而 变化 ， 我 们 知道 在 经 上 典 的 文献 中 不 管 
去 做 什么 都 要 在 局 部 坐标 系 中 进行 ， 和 和 我 们 现在 定义 D, 疫 有 动用 
局 部 坐标 系 ， 

注 记 3。 这 里 我 们 称 之 为 的 联络 ， 在 经 典 文 献 中 有 时 称 为 线 
性 联络 ， 以 区 别 于 仿 射 联络 ， 射 影 联络 等 等 ， 线 性 两 字 用 于 概括 
(Cl), BR DyX MVE C” 涵 数 环 上 线性 的 。C” 防 数 环 是 MY 上 
所 有 C? pRB RRA. dA FM) 或 多 ,这 时 我 们 称 DyX 
对 V 是 HF 线性 的 . 

164, Him (Cl) 有 这 样 的 推论 : 如 果 了 和 了 琴 是 M 上 的 向 
By Bt xe M, Vix) = We), BA 

(DyX)() = (DyX i=). 

“me. 证 朋 上 述 结论 . 

因 注 记 4, 对 于 任意 了 EM 我 们 可 定义 DyX 如 下 ， 任 取 
M 上 问 量 场 FF， 使 了 Go) =v, WS DX = (DrX) C), 这 时 的 
D,X€M,, 


+ Q s 


注 记 5。 令 YY(M) EME C” 向 量 场 的 集合 , 它 是 C R 
数 环 .多 上 的 模 ， 如 果 我 们 固定 一 向 量 场 V, 由 XH>DyX 确 
ERR Diy (M) FM) 不 再 像 注 记 3 MEMET. € 
不 是 ,多 线性 的 ,因为 性 质 (C2) 只 能 保证 这 个 上 映射 是 模 的 一 个 
导 算 子 。 正 由 于 这 个 缘故 ， 类 似 于 注 记 4 的 现象 不 存在 ， 即 如 有 雪 
1EM: VES (M), 我 们 不 可 能 用 扩张 : 为 一 个 M 上 向 量 场 工 的 
法 子 来 定义 Drz, 

习题 3, 在 尺 " 上 造 向 量 场 VY,T,, Ta, 使 得 对 某 p ER", T,(p)=T,(?)， 
但 是 (DyT)(P)S (DyT,)(p)., 

尽管 如 此 , 某 个 稍微 弱 些 的 结论 还 是 成 立 的 ,并 且 人 很 有 用 ， 这 
就 是 ,在 一 个 具有 联络 的 流 形 M 上 , 任 取 veé M: 和 一 条 曲线 7:[0， 
e) M, HB 7(0) =o, KE 70) 表 7 的 切 向 量 。 另外 设 
X, Y 是 半 上 两 个 向 量 场 ,它们 限制 在 Y 上 相等 , 即 

XG) = Y(YQ)), Weel0,6), 
那么 | 
D,X = D,Y, (1.5) 
A TERA BS , a By x 附近 的 坐标 系 ‘XX 令 


X—Y= > 2 Axi 
HF (C2), 
D (X —Y) = > DA AO + Dro (D y OL 
又 由 于 for =0, KPH 
vf = < ICO) lwo = 
从 而 D,(X 一 Y) 一 0。 这 便 证 出 (1.5). 
(1.5) 有 一 个 重要 推论 ， 如 果 Y:[0, a1 一 M 是 一 条 曲线 ;X 


是 M 上 向 量 场 ,那么 DroX 由 Xor 完全 决定 。 容易 猜 到 这 里 的 
记号 Xor 就 是 X 在 7 上 的 限制 。 


注 记 6。 联 络 的 存在 性 , 联络 定义 为 对 向 量 场 做 微分 的 手段 ， 
目 然 妥 问 联络 是 否 存在 ? 首先 注意 到 ， 局 部 存在 性 是 易 证 的 。 在 
任意 局 部 坐标 邻 域 中 总 可 以 把 欧 氏 空间 的 方向 导数 拿 来 当 作 局 部 
联络 , 即 如 果 {2°} 是 坐标 函数 ， 


= :HD 
| x >: x Ax?” 
可 令 | 
DX = >) (VX*) 2. 
至 于 整体 存在 性 问题 , 因 下 列 引 理 而 成 为 显 见 的 了 。 
Sl) 一 个 流 形 上 所 有 联络 的 集合 是 一 个 廿 集 ， 即 如 果 
D’, ae | Dk ES Fe BREE MS fis “"%% fz 是 C 下 数 ,具有 性 质 
k 
> fi =1s, 


k 
那么 >) iD 也 是 一 个 联络 。 


证 明 ”只 须 验 证 (C1)--(C3) 即 可 。 请 注意 ,关于 Dp 


的 假设 对 证 明 (C2) 是 必须 的 ， / 
(注意 ; 联络 的 集合 不 是 一 个 向 量 空间 ,因为 任意 形 如 fiD’ 


的 和 式 可 能 无 性 质 (C2)， 其 中 fi€ R.) 

现在 我 们 就 来 证 明 任 意 微分 流 形 必 具有 一 个 联络 。 令 {人 2,} 
是 MM 的 坐标 邻 域 的 集合 , CHRM HARAREY. 取 lo} 是 
一 个 M 的 C” 单 位 分 解 , 它 从 属于 {人 2 ;} (参阅 [CC] 第 88 Bi). 
EER i, RD 是 ,中 的 一 个 联络 (这 样 的 D 是 存在 
的 ,前 面 已 经 说 过 。 不 妨 就 将 R 中 方向 导数 据 过 来 ), 用 类 似 于 
EMDE, TA >) pD 是 M 的 一 个 联络 。 


S Bo’ 


注 记 7。 上 一 注 记 不 仅 表明 流 形 上 总 在 在 联络 ， 也 表明 联络 
是 太 多 了 ! 因此 如 果 不 进一步 限制 ， 一般 联络 的 研究 便 没 多 大 总 
思 。 数 学 中 ， 人 们 必须 选 出 有 趣 的 对 象 做 深入 研究 。 作 为 第 一 次 
挑选 ,人 们 能 借助 黎 曼 度量 挑 出 一 个 颇 有 意思 的 联络 ,这 在 下 一 段 
要 细 讲 的 。 但 是 稍稍 展望 一 下 ,就 连 这 样 的 挑选 也 不 够 昧 ,因为 黎 
曼 度 量 本 身 也 是 太 多 了 。 因 此 不 是 所 有 为 黎 曼 度量 挑 出 的 联络 部 
值得 研究 。 所 以 进一步 的 挑选 则 是 在 所 有 黎 曼 度量 中 玩 出 较 和 有意 
思 的 度量 ,这 将 在 $ 4 中 讨论 。 

现在 我 们 来 确定 一 个 独特 的 联络 ， 它 是 唯一 地 依赖 于 M 上 的 
KREE EH. | 

命题 2 对 M 上 给 定 的 ¢, FEM 上 唯一 的 联络 D 满 足 : 对 
M 上 任意 向 量 场 X, Y, Z, 

(L1) X¢(Y, Z) = (DxY, 2) + (Y, Dx2):; 

(L2) DY — DyX —[X,Y]™0. 

证 明 ”这 个 命题 的 证 明 极 易 找 到 ,例如 [GKM] 中 第 82 页 ， 
[CE] 中 第 2 页， [KN, 1] 中 第 160 页 ，[H4] 中 第 71 页 或 
[M1] 中 第 48 页 。 因 此 我 们 现在 着 重 谈 证 明 的 主要 想法 。 

首先 证 明 唯 一 性 。 EREMAN {x'} 的 坐标 邻 域内 ， 由 下 
式 定 义 一 组 ”函数 了 is 


R= 1 


为 了 证 明 D 的 唯一 性 ,只 须 证 明 (Ti) 由 8 唯一 确定 。 这 用 下 列 
的 一 个 经 典 的 技巧 来 证 ，。 通 季 令 


=({9 3 

biu = soe" xi/ 
由 (L1) 便 有 

ax! 5a Be 二 o BaP aah 


6 ) 
+ (E V2 Oxk 


-X ri a? 2) + R ry 2) 
= 2) guTy + 2) gli, 
RAAT: 一 单项 式 中 重复 的 上 、 下 指标 表示 按 此 指标 从 1 至 7 


求 和 ,于 是 上 式 可 写 为 
“ku = ont + ens 1<i,i<n, (1.7) 
又 由 (L2) 可 知 | 
0 a 3 ð 
0= Va zT ve & -|2 2) 
i Ox! 5x1 O ex OxiJ 
— pr Ô rk _9 
aw Ti Dek? 
即 有 
TT 1<i,7,k<n. (1.8) 


那个 经 典 的 技巧 就 是 将 (1.7) 中 指标 f 1,4 轮换 得 到 新 的 等 
式 : 而 后 将 新 上 等 式 做 代数 和 。 细 说 之 ,由 (1.7) 得 


Ogu m 
“tt = guTh + gel his (1.7) 
口 ; ” 
par = gi + garhe (1.7) 


将 (1.7), (1.7) CN 加 减 并 将 (1.8) 代 入 ,得 


Og, 十 Ose; _ Og;; 一 2g4T;j, 
Oxi - Ox’ Oxk 


换个 写法 就 是 


rk. = 一 u (28 Zeli 十 ed 一 一 一 19 1.9 
OOE Ndri Or Oe! (1.9) 


> 10 ~ 


其 中 git 是 由 等 式 gagi mA <i, ISa) 唯一 确定 的 ,至 此 
便 证 明了 (Ti) He 唯一 确定 .至 十 满 大 (Li) 与 (L2) 的 D 的 大 
存 性 ,此 时 便 很 容易 证 了 。 因 为 对 于 每 一 个 坐标 消 数 为 (x) HAS 
RER OW ,由 (1.9) 确 定 Th. X,Y EMLARD EK 中 


x= DS, y= r2, 
i Ox j Ox’ 
则 在 2 pe 
DxY 一 pa #( = 十 DHT ) 
x 


不 难 验证 这 样 定 义 DY 是 合理 的 , 即 Z rh AB PRD AAS Ke 
择 , 但 用 上 述 办 法 定义 出 的 向 量 场 DY 彼此 相等， 从 而 确定 一 个 
ENEM LAVA Dx. 楼 着 再 来 验证 ，D 是 一 个 联络 , 又 满 
足 (LD 与 (L2) (我 们 把 具体 的 验证 留 给 读者 作为 习题 )， 于 是 
这 个 D 便 是 命题 所 求 的 了 。 
我 们 现 急 于 让 大 家 注意 到 上 述 命题 及 它 的 证 明 中 出 现 各 个 量 

的 名 称 。 满 足 (L1),(L2) 的 联络 D 是 在 1917 年 第 一 次 锌 Levi- 
Civita 发 现 的 (严格 而 言 ,在 Levi-Civita 的 发 现 中 ,(L1) 与 (L2) 
是 被 一 个 等 价 的 几何 性 质 所 代替 ,这 就 是 下 面 将 说 的 “平行 移动 ” 
的 性 质 )， 后 来 在 1918 年 被 Wevl 澄清 并 叙述 成 差不多 上 面 写 有 的 
形式 ， 现 在 它 被 称 为 度量 的 Levi-Civita 联络 。 不幸 在 文献 中 
它 也 被 称 为 8 WREKE, BARRIE AERD ERE aw CB 
SATF 1866 年 )。 人 们 也 许 正经 地 间 ， 为 什么 当今 的 几何 学 家 取 
在 Levi-Civita 的 领地 内 违背 史实 地 偏好 黎 曼 呢 ? (ARS HY 
KERR ERP ASKER ASAE 我 们 还 是 
写 下 这 样 一 句 话 ， 关 于 对 事实 的 这 样 牌 曲 ， 在 数学 中 其 实 比 泛 沁 
觉察 到 的 更 为 普遍 。 言 归 正 传 ,(16) 中 Ti 通常 称 为 联络 系数 或 
D 相 对 于 {1} 的 分 量 (不 管 刀 是 不 是 一 个 度量 的 Levi-Civita 联 
we). TH 用 {gs} 的 表达 式 (1.9) 归 功 于 Christofell (1869), 所 


e i] >œ 


以 Levi-Civita 联络 的 T$ (由 (1.9) 给 出 ) 称 为 Christofell 记号 
我 们 来 把 (1.9) 写 为 不 借用 坐标 系 的 形式 , 即 对 于 任意 向 量 场 
X, Y, Z, 


(DxY, Z) = = {XCY, Z) + Y(Z, X) —Z(X, Y) 


+ (Z,1X, YIP + ¢(Y,1Z,X]) 


—(X, [Y, ZI}. (1.10) 
EPR (1.10) (1.9) ,这 只 要 令 X,Y, Z 分 别 是 2, 2 


ap 即 可 。 至 于 (1.9) 蕴 含 (1.10) 也 不 难 证 ,只 须 在 坐标 邻 域内 将 


X,Y, Z 写成 |S) 的 线性 组 合 ,用 (1.9) 来 验证 (1.10) 的 两 边 相 


等 。 使 用 起 来 等 式 (1.10) 较 (1.9) 方 便 多 了 。 例 如 在 MM 的 一 个 开 集 
中 给 定 么 正 标 架 场 Xisrtts X as 即 处 处 有 (Xj, Xi) = Sj; 5 那么 
由 (1.10) 直 接 给 出 


(Da, Xin XO = {Xi LX, Xil) + (Xj Xe Xi] 


— (Xis [ Xj» XD} l < by Í» k <an, 

ERs Aa Levi-Civita 联络 ， 

习题 4。 假定 我 们 知道 下 列 事实 ; ER 中 的 3 维 球面 5 上 存在 三 个 
处 处 线性 无 关 的 向 量 场 i, j, k 使 得 

[iJ] =R, [j,k] =i, [k i] =j, 

(这 使 你 想起 了 什么 东西 昵 ?) 现 在 我 们 令 J, 为 么 正 , 于 是 就 在 5; 上 引 
进 了 黎 曼 度量 , 试 算出 这 个 度量 的 Levi-Civita 联络 . 

(学 过 李 群 的 读者 就 晓得 ，$* 是 单 李 群 ,上 述 定义 的 黎 曼 度量 其 实 就 是 
S 上 由 Killing 型 决定 的 双 不 变 度量 . 5; 上 的 李 代数 展现 为 上 面 的 方 括号 
关系 .这 个 李 代数 同 构 于 及 :中 通常 向 量 又 积 构 成 的 李 代数 。 参阅 [CE] 第 
=#,) | 

这 一 注 记 已 经 写 得 很 长 了 ， 它 告诉 我 们 在 所 有 联络 之 中 有 一 
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类 特别 的 联络 , 称 Levi-Civita 联络 ,可 蚌 为 了 说 清 它们 的 意义 ， 
我 们 忽 不 住 还 得 多 写 一 点 ， 

我 们 来 定义 笋 曼 流 形 M 中 子 流 形 N 上 的 诱导 度量 概念 。 设 & 
EM 的 黎 受 度量 ,那么 Y 上 黎 曼 度量 可 如 下 定义 : 如果 X, Y 是 
NHE, $ (X,Y) 一 g(X,Y)( 请 验证 如 此 定义 的 5 A 
是 N 上 一 个 黎 曼 度量 ), 这 个 2 称 为 诱导 度量 ,特别 地 ,如 果 NN 是 
M 的 开 子 集 , 那 么 8 恰 是 8 在 N 上 的 限制 . 

习题 5， MERSE ARSE ER 8 和 它 的 Levi-Civita 联络 D, 又 
设 太 万 对 的 子 流 形 。 用 下 列 办 法 定义 N 上 一 个 联络 D: 对 于 任意 EN, > 
P: MN, 是 正 交 投影 。 对 于 的 切 向 量 场 X, Y, EX 
DxY = P(D,Y), 

TALE: 

C1) 如 此 定义 的 D 是 R 的 一 个 联络 , 即 满足 (o1)—(03), 

(2) 5 是 诱导 度量 8 的 Levi-Civita 联络 . 

习题 5 的 一 个 符 别 情形 〈 即 M = R) 是 非常 重要 的 . an 
看 到 R 4—-+BAYRRZER, AREURE. 相对 于 它 


a wR |) 处 处 么 正 。 或 可 说 和 -8 是 


么 正 标 架 场 。 把 度量 称 为 平坦 的 ， 其 原因 将 在 $2 中 讨论 ， 以 
后 我 们 总 认为 R* 带 有 平坦 度量 、 易 验证 这 个 平坦 度量 的 Levi- 
Civita 联络 恰 是 本 节 开 始 所 提 到 的 通 沉 的 方 同 导数 ， 于 是 习题 5 
给 出 N 上 Levi-Civita 联络 的 几何 意义 .这 个 几何 意义 在 雇 中 曲 
面 理 论 里 是 特别 乱 人 注目 的 ， 凰 便 阅 一 句 , 读 者 应 当时 常用 RR 中 
曲面 来 检验 自己 对 一 般 理论 的 理解 程度 ， 

现在 解释 Levi-Civita 联络 的 定义 方程 (LI) 5 (12), R 
要 有 联络 , 管 他 有 没有 黎 曼 度量 , 写 下 (L2) 式 总 是 可 以 的 , FH 
解释 此 式 也 特别 简单 。 BL (L2) 等 价 于 

Ti, Th, l < ij k an, 


其 中 Ti 是 D 相 对 于 局 部 坐标 系 {x} 的 分 量 ， 这 表明 TE 对 下 
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指标 i, 7 是 对 称 的 ,于 是 (L2) 本 质 上 是 一 个 对 称 性 的 要 求 . 正 
因为 如 此 , 满足 (L2) 的 联络 称 为 是 对 称 的 ， 在 文献 中 也 称 为 十 
无 挠 的 ， 后 一 称呼 出 自 于 一 个 联络 的 挠 率 张 量 概 念 . 设 D 是 一 个 
联络 ,对 于 任意 向 量 场 X,Y, $ 
TCX, Y) =DxY ~DyX —[X, Y]. 

易 证 T(X, 了 ) 关 于 X,Y 是 多 线性 的 ,从 而 工 是 一 个 张 量 ， 称 
为 挠 率 张 量 ， 这 时 (L2) 就 相当 于 挠 率 张 量 为 零 , CREE IB 
(L2) 称 为 无 挠 的 原因 这里, 我们 必须 承认 似乎 没有 一 小 点 理由 
KT "SKE. 完全 不 像 与 了 造型 类 似 的 曲率 张 量 ($ 2 将 谈 
及 )， 挠 率 张 量 是 没有 几何 意义 的 , 它 在 引出 后 便 被 束 置 高 阅 了 . 

解释 (L) 更 为 要 紧 。 让 我 们 来 看 看 M 上 一 个 一 般 的 联络 
D， 我 们 的 直接 目标 是 说 明 联 络 究竟 联系 着 什么 Ma H EE 
(L1). 设 v:La, 0 一 M 是 一 条 多 人 曲线 ， 并 且 它 的 像 集 7Y([e， 
bl) 在 一 个 坐标 邻 域内 ， 坐 标 疼 数 是 2}, NAXE AT 的 
向 量 场 ， 即 对 任意 Ela, bl, XOE Mro A XG) 是 上 的 
C° AR. ATERA, XX 可 以 C” 扩 张 为 M 上 向 量 场 x, 
4 | 

Xr) = X), Wee la, bl. 

由 上 面 的 注 记 5, Drk 不 依赖 于 X 的 扩张 因为 这 个 缘故 ,我 
们 总 把 它 写 为 DyuyX TRAX 到 % 的 扩张 过 程 . 

问题 “什么 情况 下 DaX =0, We La, b]? 

让 我 们 把 DxwwX 一 0 SAR. ic 

7@) = >) 7'@) = (7(7)), 


XD = DX ar C (7), 


De ga ag 
Do. Ox! 


ax’ 


+ 14 e 


于 是 
DyrnX = -2 D ey KOF (4) 一 一 ore) 


wm >> ax a -— (r0) )+ 2 Xz Dre) 2 O) 
d 


-> (e+ D (Thor ONO )2-(7r@). 
| h 
从 而 Dž 一 0 就 相当 于 | 四 
= -D+ E Thori) = 0, Yk LID 


he RE MD TE, CHAR Ale mE 
XG) 


A= 


9 


X*(z) 
因此 当 给 定 v€ Mr， 就 唯一 存在 一 个 解 X,(z) 使 得 
X, (a) =u, DX, 一 0， 

(注意 ; JEA (1.11) 的 线性 性 在 此 是 关键 , 它 保证 在 整个 区 间 
[a,b] 上 有 解 。 如 果 (1.11) 是 非 线 性 的 话 ， 那 就 只 能 知道 在 4 的 
某 一 邻 域 [a, a+ 6) 内 可 解 。) 

一 个 疝 7 的 向 量 场 X 称 为 是 沿 平行 的 ,如果 D;X 一 0. 假 
若 给 定 Tila, b] >M, 我们 称 向 量 we Mr BABY Meot ， 
7 平行 移动 的 结果 ,如 果 存 在 一 个 沿 7 的 平行 向 量 场 六 ,使 得 

/ X(a) =v, X(b) =u, g 

关于 “平行 "，“ 平 行 移动 ”的 字面 意义 将 在 下 面 的 例子 中 说 明 . 上 
面 证 明 的 事 表明 : ”如果 7:[a, 58] 一 M 是 一 条 嵌入 曲线 且 在 一 
举 标 邻 域内 FE ve M rn), 则 存在 唯一 的 wE M rs), 使 得 ww 是 
v 沿 7 平 行 移动 的 结果 .如 果 7:[a,5] 一 M 仪 是 一 条 漫 和 曲线 
《注意 这 个 7 的 像 集 还 可 能 不 在 一 个 坐标 邻 域内 )， 那 么 我 们 可 议 
SM Le; 5] ABE [a, a], [as aa],……，[ot， 5], 使 得 7 限 
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i ERE LEER BRA RRA HEAR, 如果 VE Mra, R 
们 可 党 Yi 平行 移动 > 018 Mie, FEE Y lta 平行 移动 
v, 得 nE M re, 继续 做 下 去 , 便 得 we Mra), 

命题 3 È r:[a, b]—M ERRAR, vE Mr M 
唯一 存在 沿 > 的 平行 向 量 场 X, E Xl) =v, 从 而 唯一 存在 
we Mr, COT PARMAR, 

对 于 每 条 漫 人 曲线 Tila, 5] -> M， 这 个 命题 使 我 们 能 定义 
一 个 映射 P Mr 一 Mr， 使 得 P(e) 就 是 vz 沿 7 平 行 移动 
所 得 的 那个 we Mio, BUTE: P 是 向 量 空间 的 同 构 ， Pr 
的 线性 性 来 和 目 于 线性 党 微分 方程 组 的 解 线性 依赖 于 初 值 。 至 于 
P 是 同 构 , 则 只 消 考 虑 7Y 的 “ 反 向 曲线 

Eila, b] — Miri rla +b ~ 1), 

有 

EG) = —7(at+b—+#), E(a)=7(b), EC) = 7(0), 
以 及 

Din X 一 —— Dypapb—t)Xe 

PRAMS AER ORTH, BACHE E FATH. zi 
一 来 、w € My 是 vE Mi 说 7 平行 移动 的 结果 当 且 仅 当 ”是 
w E 平行 移动 的 结果 、 这 表明 PPS My) > Mra) Æ P WOR, 
从 而 P 是 同 构 . | 

对 于 任意 的 曲线 7:[a, 5] 一 M, hale P: Mr Mr), 
这 时 须 对 方程 D;X 一 0 中 DX 作 新 的 理解 及 讨论 (LATE 
面 的 评注 3). 我们 称 这 里 的 P” 为 平移 同 构 . 

值得 注意 , 联系 于 曲线 7 的 同 构 P” 在 大 多 数 情形 非常 地 信 
my 的 选取 ， 而 不 只 仅仅 依赖 于 ra) Bro), WAH 
的 一 些 非常 简单 的 例子 表明 沿 着 具有 共同 始 、 终 后 的 两 条 曲线 的 
平移 同 构 是 不 相等 的 。 马虎 说 来 ， 如 果 一 个 黎 曼 流 形 的 Levi- 
Civita 联络 的 平移 同 构 只 与 曲线 的 端点 有 关 ， 与 整 条 曲线 本 身 无 
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关 ， 那 么 这 个 黎 曼 流 形 恰 是 具 平 坦 度量 的 R*。 精确 的 叙述 可 看 
[KN, I] 第 89 页 的 定理 8.1，[S$8, I] 第 6-21 页 的 定理 11, 

A 设 R 具有 平坦 度量 ， 它 的 Levi-Civita 联络 照常 规 记 
为 D。 因 为 | 


| (2,2 Oxi Oi» 
于 是 由 (1.7) 与 (1.9) 得 
Da 六 一 0， Vi, j. 
oxi ~ 
对 于 任意 一 条 曲线 rila, 65] 一 R" KRA r HIRE X, AA 
(1.11) 化 为 


-一 0 WR 
d 9 3 


所 以 DyX 一 0 YHN Xt 是 常数。 这 表明 XX 沿 7 平 行当 且 仅 
当 X 是 通常 字面 理解 的 平行 向 量 场 。 这 就 解释 了 前 面 诸 定义 中 出 
SLAY 平行 一 词 的 含义 ， 

现在 我 们 回答 前 面 说 的 那个 问题 : 联络 究竟 联系 着 什么 呢 ? 
设 D 是 M 上 一 个 联络 , 令 r, y 是 中 给 定 的 两 个 点 ,用 一 条 曲线 
Y 连接 x 与》 后 ,D 便 给 出 一 个 平 黎 同 构 Pr:M. 一 M,， 在 这 个 
意义 上 ,D 联系 着 M 上 任意 两 个 切 空间 M. 与 M,, 只 要 预先 园 定 
一 条 连接 * BY 的 曲线 就 行 了 。 这 就 回 深 了 问题 ， 这 个 回答 的 要 
紧 之 处 在 于 : 如 果 在 一 个 微分 流 形 M 上 ,任意 一 条 连接 x 至》 的 
曲线 7 确定 一 个 同 构 807:M: 一 M,， 并 且 这 些 间 构 O 满足 一 些 
显然 的 了 要求, 那么 就 在 M 上 存在 唯一 的 一 个 联络 D， 使 了 的 平移 
mW P fee 8. 关于 这 方面 较 详 细 的 讨论 可 在 本 世 末 了 的 附 
KERK, 所 以 直观 上 讲 ， 一 个 联络 就 是 所 有 曲线 两 端 处 切 空 间 
的 同 构 集合 

现在 可 以 回来 角 丢 (L1) 了 。 设 M 是 黎 曼 流 形 ,D 是 Levi- 
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Civita 联络 回想 一 下 每 一 M., rE M;: 皆 是 一 个 内 积 空间 ,我 
(Hs: (Ll) 等 价 于 所 有 平移 同 构 每 是 内 积 空 间 的 等 距 同 构 , 为 
了 证 明 此 事 , 先 设 (LU 成 立 , 又 设 7Y;:10, 1] 一 M 连接 r=r(0) 
E y=), 令 te ce 是 Me 的 么 正 基 .对 于 任意 i, 
A eike) = Pina(e;)、 风 Vroe) 一 0， 出 (L1) WAI 


“A Ceit), eiD) = TEKE), ei) 


™ (Vine), eQ) + (ett), Vanek)? 一 0， 
所 以 
Cele), eit)) = Keis ej) = bs VELO IT 
因为 Ple) = ei(1), 故 P 将 Me WAERD M， 的 么 正 
基 , 从 而 P 是 一 个 等 距 同 构 ， 反 之 ,假定 每 一 个 P 缘 是 等 距 同 
构 。 设 X,Y,Z 是 任 给 的 向 量 场 , 欲 证 (L1) 只 须 在 一 个 任意 的 
点 *€ M 来 证 即 可 . 令 7:[0，1] 一 M 是 一 条 曲线 ,使 得 7(0) 
= Xlr), $ {aG} IBY, 即 每 个 eG) WERS 7 的 平行 网 重 
wm AP 是 等 距 同 构 , 故 eG) 7G) MAIER, ik 


YOD = E YOD) ZAO = D ZOD, 
i | į 
FE 
XXY ,Z) =70XY, Z) = A Dy Y'CDZ E) | ra 


~ czy + D vo) & co) 


= (DoY, Z) + (Y, Dxo2) 
= (DiY 9 Z) 十 4Y，DxoZ)， 
证 毕 ， 
这 样 ,我 们 就 可 以 说 : 一 个 黎 受 度量 的 Levi-Civita 联络 是 那 
个 唯一 的 对 称 联 络 , 它 的 所 有 平移 同 构 丝 是 等 距 同 构 ， 
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最 后 我 们 再 给 三 点 评注 来 贺 江 地 结束 关于 一 般 联 络 的 讨论 ， 

评注 1。D 完全 由 它 的 所 有 平移 同 构 所 决定 。 较 确切 地 说 ， 
当 给 定 wk M, 与 一 个 向 量 场 X 之后， 我 们 将 用 平移 同 构 来 表示 
D,X。 设 7 是 一 条 曲线 ,使 得 ?7(0) =v, > PM, > Man 是 沿 
lom 的 平移 同 构 ， lie 


D.X = < [Pr(X(7@))) lemo. (1.12) 
BA TE JW, E: Cig” "9 Cw 是 M, 的 一 个 基 , 令 e(t) = P,(e;), l 
设 
X(7(2)) = > X'G@)e(e), 
HBA (C2) 给 出 
D, xX = D +0) X = Di 2x (0)e;. 
另 一 方面 P,(e;) =e¢(¢), $ | 
PECON = Xen 
从 而 
À PEX OO een = D E (0)c=D,X， 
di i di 


等 式 (1.12) 可 以 看 做 前 面 注 记 5 的 精确 叙述 . 

评注 2。 平移 的 报 念 目 然 导致 讨论 具有 联络 D 的 流 形 上 某 类 
曲线 Y， 它 们 的 切 同 量 场 7 是 次 着 7 平行 的 。 考察 具有 以 方向 
导数 作为 联络 的 R*， 洛 一 条 曲线 的 平行 向 量 场 就 是 通常 意义 下 
的 平行 同 量 场 ,于 是 具有 平行 切 向 量 场 的 曲线 怡 是 直线 段 , 并 且 具 
有 线性 参数 .对 于 一 般 的 情形 ,具有 平行 的 ? 的 曲线 7 ( 即 Dy 
= 0) 向 称 为 是 联络 的 测 地 线 . 可 见 它 是 带 铸 线性 参数 的 直线 的 
推广 ， 下 面 引 理 告诉 我 们 : 测 地 线 轧 是 存在 的 ， 至 少 在 局 部 上 可 
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以 这 么 讲 。 在 一 个 以 {r} 为 坐标 函数 的 坐标 邻 域内 ， 记 7 一 
(190005 7°) CB 7 = or), 于 是 


= D 7 2 GON 
其 中 
y(t) = dy (z), Vi. 
dz 


由 (1.11) 及 X =7, 可 知 7 是 测 地 线 当 且 仅 当 
or + > (Ti, 07) ay | art =0, Vi (1:22) 

这 是 一 个 二 阶 非 线性 常 微 分 方程 组 、 所 以 我 们 只 能 保证 解 的 局 部 
存在 唯一 性 .由 于 可 自由 地 给 初 值 (x(0)，:…, 7Y"(0)) 和 
(71(0),…,7"(0)), HA 

引 理 4 给 定 we M。(xe M)， 和 一 个 M 上 联络 D, 则 局 
部 存在 唯一 一 条 D 的 测 地 线 r, E 

7(0) =x, (0) =», 

(1.13) 的 非 线 性 性 不 能 保证 解 的 整体 存在 性 ， 即 因 之 可 能 没 
有 定义 在 整个 R 上 的 解 。 确 实 如 此 ,一 般 来 说 不 能 得 到 测 地 线 的 
大 范围 存在 性 ， 这 从 后 面 给 出 的 例子 便 能 看 出 ， 我 们 自然 最 感 兴 
趣 的 是 黎 曼 度量 的 Levi-Civita 联络 的 测 地 线 , 这 种 测 地 线 的 切 向 
量 必定 是 等 长 的 。 这 就 是 说 当 |7| 定义 为 V O, 7 时 ,那么 Iri 
Bek, 因为 Dy? 一 0， 故 7 是 沿 7 平行 的 向 量 场 ， 平 移 既 然 
ES, |7| 就 必 为 常数 了 ， 从 而 黎 曼 度量 的 一 条 测 地 线 ( 确 
切 地 说 ,是 黎 曼 度量 的 Levi-Civita 联络 的 测 地 线 ) 或 是 一 个 点 ,或 
是 一 个 一 维 淄 人 子 流 形 ， 除 去 “是 一 个 点 ”这 类 平凡 情形 外 ， 测 地 
线 是 黎 曼 流 形 的 一 类 特别 的 一 维 子 流 形 ,因此 值得 认真 研究 ,正如 
人 们 要 研究 环 中 的 理想 , 群 中 的 正规 子 群 等 一 样 ， 本 书 的 大 部 分 
篇 蛋 用 来 研究 黎 曼 流 形 的 测 地 线 和 曲率 ， | 
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A 设 M=R-{0, 0)}, 上 共有 平坦 度量 的 P 给 出 M 上 

诱导 度量 ，M 上 的 曲线 
y:(—1, 1) 7M: th> (+1, 0) 

是 测 地 线 , 但 它 不 能 扩张 到 [一 1，1) 上 ,因此 显然 不 能 扩张 到 整个 
R, | | | 

评注 3。 这 是 关于 联络 要 谈 的 最 后 一 点 。 对 于 以 后 在 流 形 上 
讨论 曲线 ， 曲 线 族 等 是 很 重要 的 ， 在 这 里 将 引进 诱导 联 绝 的 概 
念 。 首 先 考察 联络 概念 的 一 个 不 足 之 处 。 设 y 是 M 中 一 条 曲线 ， 
X 是 沿 7 的 一 条 C” 向 量 场 ,在 上 面 讨论 沿 7 平行 移动 或 7 BM 
地 线 的 条 件 时 ,我 们 或 明 或 瞳 地 总 要 假定 ? ER RA HR Ek 
原因 在 于 当初 我 们 定义 DyX 时 , 须要 将 沿 ? 的 X 扩 张 到 M E, 
成 为 ”向量 场 的 缘故 ， 须 知 M 中 7 的 像 集 有 自 交 点 时 ， X 在 
交点 处 就 可 能 不 是 单 值 的 , 它 根 本 就 不 是 M 中 子 集 上 的 向 量 场 ， 
就 算 你 用 局 部 扩张 X 的 办 法 克服 了 这 一 困难 ， 可 是 当 7(2 WS 
时 ， 要 想 在 rO 附近 扩张 多 常常 也 是 不 可 能 的 。 这 样 一 来 假定 
7 处 处 不 为 老 自 然 是 避免 不 了 的 ， 但 是 很 八 运 ， 用 一 个 “诱导 联 
络 的 概念 ,可 以 无 须 假 定 7 处 处 不 为 零 ,而 关于 DyX 的 算法 在 
形式 上 却 还 能 保留 下 来 。 诱导 联络 概念 在 [58，II] 第 6-7 页 至 
6-11 页 ，[M1] 中 $8。[ECE] 中 第 3 至 4 页 有 仔细 的 讨论 。 设 
M €RS Re. N 是 微分 流 形 p:N -> M 是 C” 了 映射 , 则 我 们 
给 出 下 列 定义 。 

定义 一 个 从 N 到 TM ARS X HEP EA, OR 
对 于 任意 xEN，X(x)e Mas, 
” ”如果 X 是 N 上 向 量 场 ， 一 般 说 来 dp(X) 不 再 是 M 上 向 量 场 
了 ,可 是 它 是 9 上 向 量 场 。 可 见 这 个 概念 值得 引进 ， 

对 于 一 个 9 上 向 量 场 X 和 rE N, E ole) 的 一 个 邻 域 op 
ARIRE {Ett Enj FEHER y€ pO), A 
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XO) 一 > XEO), 
令 
D,X 一 之， (WX) GE: Cp @)) +X! We) Day EE;}, 
其 中 DD 是 M 的 Levi-Civita 联络 .容易 验证 上 面 定义 D,X WH 
法 是 合理 的 , 即 与 【8,,.…, E.) 的 选取 无 关 ， | 

EX LA D,X 称 为 诱导 联络 . 

定义 KRVANEWABH X 为 上 的 向 量 场 ， 则 定义 
DyX He 上 的 向 量 场 ,使 得 

(DyX) (x) 一 DrX. 
习题 6. 设 D 是 M 上 的 Levi-Civita 联络 , 则 DyX 具有 下 列 性 质 ， 
(1) 对 任意 N 上 向 量 场 X, Y, 
Dxdp(Y) 一 Dydp(X) 一 dp([X, ¥]) = 0; 
(2) 设 V, W 是 9 上 向 量 场 ，w€ NWN.， 则 
“LV, Wy = (DV, W) + VDW). 


作为 一 个 应 用 ,我 们 用 诱导 联络 定义 Diz。 设 7y:[0, 1] -> M 
是 一 条 曲线 ,7 一 dy (+) 是 y 上 向 量 场 , 则 令 
| Dy7 = Dat, | B 
sy 是 嵌 人 曲线 时 , 此 处 的 Dy7 与 过 去 的 定义 一 致 。 我 们 在 此 


一 劳 永 逸 地 做 个 申明 : 在 本 书后 面 出 现 的 联络 记号 ， 假 若 按 联络 
的 原意 说 不 清 时 ,请 一 律 按 诱导 联络 来 理解. 


附 了 录 


在 这 个 附录 里 ,我 们 讨论 在 流 形 M 上 定义 联络 的 另外 两 个 方 
法 .其 一 是 用 平移 同 构 , 画 … 是 纤维 从 法 ， 
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很 设 给 定 一 个 联络 D, 设 7 是 M 上 连接 * 至 ? 的 曲线 CER, 
ARBRE AHR), FER RBA POM, 一 M,。 我 们 就 来 
考察 平移 同 构 的 性 质 。 如 果 “ 是 一 条 连接 Y 至 z 的 曲线 , 令 ez 
一 条 串 连 曲线 , 即 先 y t TERRA 

(K1) PE 一 PoPr，YV7， Ñ. 

令 一 7 是 7 的 反 向 曲线 , 易 见 经 一 个 参数 的 线性 改变 之 后 7 RA 
7Y:[ 一 a,4a] 一 M， 一 7 表 为 一 7:[ 一 a, 6] M 使 得 

(—7v)@) = 7(—i), 
当 Y 是 漫 人 曲线 时 ,我 们 已 知道 下 列 的 《K 2) 成 立 ， 对 一 般 的 7 
也 有 

(K2) P™ = (PY 

设 7 在 一 C” 族 的 曲线 中 变动 ， 那 我 们 也 就 希望 P 是 一 
C” 族 的 同 构 。 此 事 须 说 得 确切 些 。 kW 是 KR* 的 一 个 开 子 
E riU X [0,1] 一 MM 是 一 个 C” 有 映射 ， 于 是 每 一 w€ K, 便 
确定 一 条 曲线 7.210, 1] 一 M， 使 得 

Yalt) = (u, t). 
这 样 的 {7e 是 一 族 曲线 ,C” 依赖 于 参数 ue K, 现 令 TM 是 
M AWM, XH 一 TM EC? RAR, 使 得 XX(w)€ Miao), BD 
XË Y|wxt， 上 的 向 量 场 ， 这 时 我 们 断言 : 由 st Pw(X(w)) 
确定 的 上 映射 XTM 是 cw ®. 这 断言 直接 贝 (1.11) 的 
C” 依 赖 于 参数 u 及 初 值 这 一 事实 推 得 (参阅 KN, I] 的 附录 
1)。 为 简单 计 ,我 们 氢 述 这 绪论 如 下 : 

(K3) P 以 CC” 方式 依赖 于 T. 

最 后 还 有 一 条 关于 P 的 基本 性 质 , 它 不 是 太 显 然 的 . 设 7 
与 5 是 两 条 出 自 x 点 的 暴 线 ,并 且 一 阶 密切 , 即 

Y(0) = (0) =x, 7(0) 一 5(0)， 
那么 我 们 断言 : P 5 P 也 是 一 阶 密切 的 、 这 意思 是 说 : 如果 
Vv) 与 了 ID 分 别 是 7 与 $ 的 平行 问 量 场 ,使 得 V-(0)=V,0), 
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那么 相对 于 任意 的 坐标 系 
d 


y d 
di r [smo d? e limo 


此 事实 直接 从 方程 (1.11) 推 出 ,因为 在 不 讲 自明 的 记号 下 有 


k 
dV; — —_ ` (Tłor)ý V}, Vk, 
dt ij 
' `. 
a 一 一 之 Thor)ëVi, Wa. 
ij 


总 结 之 便 有 

(K4) MRR r, RED, 则 Pr 与 Po 也 一 阶 密 
切 ， 

现在 我 们 来 给 联络 的 第 二 种 定义 。 BIERE M 上 给 出 一 
SABA LPT? Mro 一 Mxw}, 其 中 7 欧 遍 所 有 曲线 r: [0, 1] 
一 M ,我们 有 | 

定理 5 WR (P) 满足 (K1) 一 (K4), 则 存在 M 上 唯一 的 
联络 D, 使 得 这 些 Pr 就 是 D 的 平移 同 构 , 

证 明 用 (1.12) 来 定义 D. 由 于 (K4), RÆ 7(0) = v, 那 
么 (1.12 ) 的 右 式 不 依赖 7 的 选取 ,因此 D,X 是 可 以 定义 的 。 如 果 
X,Y 是 C” 同 量 场 ,因为 (K3)，、 由 (Dx 了 7 了)(x) 天 Dr 定义 
的 DxY 也 是 C” KHR. 容易 从 (1.12) 推 出 吕 具 有 性 质 (C1) 一 
(C3), 也许 只 有 《C1) 的 一 部 分 证 起 来 有 点 麻烦 ,现在 我 们 就 来 
证 明 。. 即 要 证 明 : 

DiiwX = D,X + DX, 
其 中 vwe Ma, X 是 C” 向 量 场 ， 由 pl) =D, X 定义 一 个 
eat p: M,—>M,, (K3) 确保 ?是 C” 的 ,显然 有 
PU) =Ap(v), WAER, 
下 面 习 题 7 表明 9 必 是 线性 的 , 故 有 
DeX = DX + DX, W, we M,, 


这 样 一 来 我 们 便 证 明了 DD 是 一 个 联络 。 至 于 D ASPB Mise 
{P > 一 事 , 可 容易 地 从 (1.12) 及 (K1)--(K4) 得 到 . 
习题 T， 假 设 pi ROR 是 一 个 5 映射 ,满足 
pAr) = Ap(x), VAER, 
则 9 是 线性 的 ，( 提 示 : 用 Euler 的 齐 次 函数 公式 ,) 

请 注意 上 面 定理 的 基本 内 容 是 这 样 一 个 事实 .由 (C1) 一 (C3) 
定义 的 一 个 联络 是 一 个 "联系 AAR APT} 的 无 穷人 小 说 法 。 用 
(P) 描写 联络 无 疑 更 为 直观 , 但 是 由 (C1) 一 (C3) 定义 的 联络 
从 技术 上 讲 使 用 起 来 更 便当 。 这 就 说 明 为 什么 联络 的 第 一 种 定义 
几乎 普遍 地 为 人 们 采用 ， 

下 面 我 们 讨论 联络 的 第 三 种 定义 ， 即 联络 的 纤维 从 定义 。 为 
此 假定 读者 知道 一 些 主 纤维 丛 . 我 们 打算 说 明 ， 从 我 们 已 经 对 
联络 的 了 解 可 以 完全 不 费力 气 便 达 到 联络 的 纤维 丛 定义 。 (SH 
[KN, I] 中 第 63m, [S8, Il] 中 第 8-7 R, [BC] 中 第 75 页 ). 
历史 上 这 种 定义 首先 被 E. Cartan 所 想像 到 了 ,不 过 Cartan RA 
备 必 要 的 拓扑 语言 来 确切 地 表现 它 ， 有 具 前 写 得 准确 清晰 实际 上 非 
Cartan 所 为 。 这 种 定义 的 严格 陈述 直到 1950 FAR Ehresmann 
给 出 ， 

给 定 一 个 流 形 M, Q B(M) ÆRA, BE 
B(M) 一 人 Cr，c):xE Me 一 (ceo) HE My 的 -- 个 标 架 }， 
在 B(M) 上 配 以 通常 的 微分 结构 ( 见 [S8, I] 第 8 章 ). ik M 
上 有 一 个 联络 D ,我 们 现在 指出 ,对 给 定 的 一 条 曲线 Y:[0, 1] > 
M 使 得 7(0) 一 +， 又 对 给 定 的 (x, c)€ B(M), 存 在 一 个 自然 
的 提升 了 宁 :[0, 1]— B(M) 使 得 x( 了 ) = 二 7, 其 中 x:B(M) 一 M 
EH r(x, e) 一 x 定义 的 投射 。 实际 上 的 做 法 是 我 们 令 7O = 
(v2), e(4)), HH eG) 一 (et eO TER i, ef) 是 
治平 行 的 回 量 场 , 且 e0) = ei, eE Mis. 这 个 提升 有 一 
条 根本 的 性 质 ,叙述 为 下 面 的 《1.14)， 
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先 回忆 一 下 , GL(n, R) 是 > x 4 阶 非 退化 实 和 矩阵 构成 的 群 ， 
由 下 面 规则 


(x, (erste yes) a= (x, (> "HATER oÈ ate.)) 


给 出 GL(n, R) 在 B(M) 上 右 作 用 ,其 中 
o = [ a}]i<i je E GL(n, R), 
于 是 对 任意 a€ GL(n, R), RA C” khi 
R: B(M) —> B(M): (z, ¢)-> (z, e)a, 
wae rM 一 z 5 (r.e) 时 , 记 Fen 与 Fie 是 7 的 两 个 
自然 提升 ,使 得 | 
| T (x,2)(0) = (x, e), Ferel) (x, e)a, 
因为 平移 是 向 量 空 间 的 同 构 , 故 有 
RAV x0)) = Firem (1.14) 
现在 固定 reM 与 (x, ¢)€ 了 COM)。 芳 虑 所 有 满足 Y(0) 一 
x 的 曲线 7:10, 1] 一 M， 以 及 对 应 的 提升 Ya， 使 得 
| Fize C0) = (x, e). 
当 7(0) 跑 遍 M。 HAIR, Fel(0) 在 BC(M)。zw 中 就 
TAT FRG Haes IE BCMH)xe 是 B(M) 在 (x,e) 处 
的 切 空 间 。 我 们 断言 : Hen 是 BOM) 中 一 个 二 维 子 空间 ， 
为 证 此 断言 , 选 M 的 坐标 水 数 kz >. HES MER WH 
={ >) (x <1) 的 球 心 .我 们 称 .5: [0, 1) >K 为 一 条 径 


向 线段 ,如 果 CG) 二 1A, 其 中 4 E attt A) 满足 > A= 


1。 现 在 定义 一 个 上 映射 p: 一 B(M) 如 下 : 令 $10) = (x, 6), 
对 于 y= 0，y€ QU， 存在 唯一 的 径 向 线段 和 一 个 常数 :1> 0， 
使 得 y 一 2 和， 则 又 令 6) = Eal ATF (K3), 上 是 C” 
的 ,dp:M: 一 B(M)xw H CCO) PRY Scxe(0), Mdx(dh(Z{0))) 
一 (0), 这 就 表明 dy 是 非 退 化 的 ， 从 而 
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dim df(M,) =n. 


下 面 我 们 证 明 44$(M;) = He, dM )CHe. 是 显然 的 , 对 
于 任意 了 (ws(0)€ Hens RABABREBC, #600) 与 7(0) 
平行 ,由 (K4) Fy Ete (0) 与 Fore (0) 也 平行 , 从 s,s(0)e 
dp(M;) 就 推出 ?so(0)e dp(M:)， 于 是 便 有 


Heze) Cd plM). 


这 就 证 明了 Fiz) 一 d vb (M.,), Heze) 是 n 维 子 空间 ， 
现在 我 们 写 下 这 些 子 空间 Heo 的 基本 性 质 : 


(H1) 所 有 上 述 子 空间 的 和 集 U Hen B(M) 的 切 丛 
(#0 € B(M) 


的 C” 子 从 , 记 做 H; 

(H2) Hes) D Vr) = B(M)(sw W(x, e)E B(M), Hm 
Vise) 是 从 B(M) > M 的 纤维 在 (2, e) 点 处 的 切 空 间 ; 

(H3) d R(Ha ey) =H eyes Vee GL(n, R), (z,e) € B(M). 

(H1) 从 (K3) 推 出 ,(H3) 从 (1.14) 推 出 .注意 到 da (A. = 
M., i B(M)(sw) Æ Hew 5 Van HREM. 容易 验证 
dim B(M)‘ = dim Hes + dim Vans 


所 以 〈H2) RX. 

M {How} HERA, 这 些 子 空间 的 和 集 是 以 无 穷 小 方式 
描述 从 M 中 任意 点 出 发 的 平移 。 TB(M) 中 满足 (H1) 一 (H3) 
的 子 丛 H 被 称 为 B(M) 上 的 联络 .我们 已 经 看 到 M 上 一 个 联 
络 D 自 然 导 出 一 个 B(M) 上 的 联络 H. 现在 欲 证 明 皮 过 来 也 
ot, BUY (HU 一 (H3) 的 H 唯一 决定 M 上 的 一 个 联络 D, 
使 得 D 按 上 述 方式 诱导 出 的 {Huw} AE H. 

由 于 本 附录 中 的 定理 , 故 只 须 证 明 对 M 中 每 一 条 曲线 rio, 
1] -> M， 皆 可 造 出 一 个 同 构 P7: My 一 Mxw, 使 之 满足 (K1) 一 
(K4) BUR], & * 一 7(0)， 设 e= (e1, 0,) BM, 中 任意 
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一 个 标 架 , PAE HCTB(M) 可 造 一 个 7 的 唯一 提升 7, 
使 得 | 

7:[0,1]—~>B(M), (0) = (x, e), 
并 且 


7(0) € Hr,. 

《我 们 认为 ,这 里 的 做 法 一 氮 也 不 育 怪 ， 只 不 过 是 重 蹈 旧 斩 罢了 .) 
解 一 个 群 -GL(n，R) 中 简单 的 常 微分 方程 就 可 得 7 Cl [KN， 
I} 中 第 69 至 70 页 。[S8, I] 中 第 8-20 页 至 第 8-21 A). —H 
解 出 7. (eA 

FC) = (7(1), istet f,)). 
我 们 定义 忆 :Mro 一 Mro HUE FIRE ASME PER ERR Si : 

Pile) fig l&i<n, | 
由 于 Pl 将 一 标 架 映 为 标 架 , 故 必 是 同 构 , 现 在 来 证 明 Pr 与 。 
的 选取 无 关 。 假若 在 M, 中选 另外 一 个 标 架 “, 按 上 面 做 法 造 出 


提升 也:[0, 1] -> B(M), 使 得 7(0) = (x, e), BREE FO) 
€ Hry. 显然 有 a€ GLln, R) 使 得 (r, e) = (x, e)a, 故 由 
(H3) 得 了 一 .oo Hid 


7(1)=(7(1), f),， 7) = (7(1),7), 

PA fef- a， 须知 P Be why f, Pr ce’ RYH fa Mit 
P; = Pi, 令 产 一 已， 现在 我 们 需要 证 明 这 些 同 构 LP OH 
(K1) 一 (K4). 这 是 可 以 直接 办 得 到 的 ， 但 是 (K 4) 的 验证 比较 
繁 .为 了 避重就轻 ,我 们 可 以 用 (1.12) 来 定义 D, 这 样 来 验证 DD W 
Æ (C1I)—(C3) (SEE), 然后 从 这 个 附录 中 定理 之 前 的 讨论 
可 知 ，D 所 诱导 的 平移 恰 与 原来 的 P? 重合 并 满足 (K1) 一 (K4),。 
因此 得 至 上述 各 种 定义 的 等 价 性 . 

一 个 很 自然 的 问题 跟着 产生 了 。. 为 什么 要 用 (HIl) 一 (H3) 如 
此 复杂 来 定义 联络 呢 ? 该 不 是 让 人 日 扰 吧 % 人 须知 较为 稿 单 地 用 
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(C1) 一 (C3) 来 定义 联络 当时 已 是 现成 的 了 ,一 个 原因 是 : (HU 一 
(H3) 立即 可 以 推广 ,也 就 是 说 , 如 果 x:P -> M 是 一 个 具有 结构 : 
群 G 的 主 从 ， 那 么 TP 的 一 个 向 量子 从 H 定义 为 是 已 上 的 联 
络 ,只 要 : (1) H 是 一 个 C FA., (2) HOV, =P, Wee P, 其 
中 7， 是 过 ?点 的 纤维 的 切 空间 , (3) dR, (H) = Aye, Vee P, 
ge G， 由 于 G 是 一 个 任意 的 李 群 , 因此 一 般 说 来 这 个 定义 没有 类 
似 于 (C1) 一 (C3) 的 等 价 陈述 。 尽 管 目 前 还 谈 不 上 这 种 广义 的 联 
络 在 地 道 的 黎 曼 几何 学 中 已 被 证 实 为 绝对 重要 ， 可 是 它 在 理解 示 
性 类 的 几何 上 真是 有 好 处 的 。 示 性 类 几何 是 流 形 研究 中 的 一 个 重 
要 章节 ,这 方面 的 文献 多 如 瀚海 ,初学 者 可 读 [KN, I] SCR, 
[S8, V] 第 十 三 章 ，[C6] 中 第 97 至 150 页 ，[NR]。 关于 这 个 
专题 侧重 李 群 方面 的 ,可 看 [C2]. 

关于 历史 的 注 记 。 这 节 中 关于 联络 基本 理论 的 讲 途 积 此 专题 
的 发 展 历史 完全 项 令 YT. 黎 曼 度量 (其 实 黄 至 Finsler 度量 ) 首 次 
为 黎 曼 在 他 的 1854 年 就 职 演 讲 时 引进 的 。 这 篇 演讲 的 一 个 好 的 
译本 可 在 158, I] 第 4A 章 中 找到 .我们 鼓励 大 家 去 读 这 个 演讲 
以 及 [S8, I] 第 48 章 中 Spivak 的 评注 ,) 所 谓 的 Christoffel ic 
号 Tk 是 在 1869 年 为 Christoffel 引进 的 , MERR HAIFAI 
BRR RAS. Christoffel 用 这 些 记 号 本 质 上 定义 了 张 量 
的 协 变 导 数 ， 虽 然 那个 时 候 这 个 协 变 微 商 拘 展 念 还 设 问世 至 。 这 
种 导数 的 正式 再 发 现 归 功 于 Ricci， 他 在 1901 ES Levi-Civita 
合 写 的 文章 中 公布 了 他 的 这 个 发 现 。 这 就 是 所 谓 的 张 量 分 析 。 张 
” 量 分 析 以 其 有 许多 指标 昭著 于 世 ， 不 过 如 果 有 一 些 好 的 想法 来 对 
指标 做 有 效 控 制 , 则 它 仍然 是 一 个 有 高 效率 的 计算 工具 。 用 平移 
定义 一 个 黎 曼 度量 的 所 谓 Levi-Civita 联络 直到 1917 年 才 被 发 现 
(自然 是 Levi-Civita RAMS DAXTP RARER 中 曲面 
的 文章 中 。 在 Levi-Civita 发 现 背 后 的 几何 思想 确实 令 人 惊奇 ， 
例如 [S9] 中 第 VI 章 就 以 一 种 易 懂 的 语言 描述 这 种 思想 ,Levi- 
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Civita 发 现 的 一 年 之 后 ，Weyl 发 表 了 一 篇 文章 引出 了 一 般 联络 
的 概念 ,这 种 联络 不 必 依 赖 于 任何 一 个 黎 曼 度 量 。 接着 他 用 这 种 
新 的 概念 熏 请 当时 关于 黎 受 几何 的 已 知 成 果 ， 特 别 地 ， 给 Levi- 
Civita 联络 一 个 怡 当 的 看 法 = | 
从 教学 的 角度 ， 本 书 中 关于 联络 的 陈述 较 之 历史 发 展 的 进程 
更 为 自然 ,事后 诸葛 亮 想起 来 ,甚至 会 奇怪 为 什么 联络 概念 事实 上 
不 是 这 样 发 现 的 。( 事 后 诸 议 党 稼 常会 则 出 许多 这 样 的 问题 .)” 
正如 前 面 所 述 ,联络 的 纤维 丛 说 法 ,最初 为 E. Cartan KRHA 
写 了 一 下 ,在 1950 年 被 Ehresmann 和 弄 得 准确 了 .我 们 相信 这 样 的 
定义 在 很 长 一 段 时 间 内 被 认为 是 几何 学 中 一 项 实质 性 突破 .但 是 
三 十 五 年 之 后 、 人 们 仅 能 说 它 为 微分 几何 提供 了 一 个 很 方便 的 语 
言 《例如 措 写 代表 示 性 类 的 外 微分 式 和 Yang-Mills 规范 场 ) 而 未 
MRA. 16S DxY (或 YxY) 在 五 十 年 代 初 为 Koszul 引进 的 ， 
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$2 协 变 微分 和 曲率 张 量 


本 节 参 考 文献 

[S8, I1], 3 4D-16 页 至 第 4D-18 页 ,第 6-4 页 至 第 6-6 页 ， 
第 6-18 页 至 第 6-28 1. 

[GKM], §§ 3.6, 

[KN, 1]， 第 一 章 ,$ 2, 

[H4]; $$ 7.2, 7.4, 


为 了 得 到 精确 的 定量 结果 ,我 们 必须 会 进行 计算 , AD DH 
孝 虑 最 初步 的 计算 .我 们 已 经 看 到 ,在 流 形 M 上 的 联络 D 引 出 了 向 
量 场 XX 关于 男 一 向 量 场 V 的 协 变 导 数 , 妈 DrX。 现 在 必须 把 这 种 
运算 推广 到 张 量 场 , 即 DvK， 这 里 K 太 是 一 个 任意 的 张 量 场 、 我 们 
当然 可 以 用 代数 的 方式 形式 地 去 做 , 见 [KN, 1]， 第 一 章 $ 2 或 
[S8，I]， 第 6-4 页 至 第 6-6 页 , HKBRA SKU LREN, 
但 更 为 直观 的 方法 去 做 。 我 们 将 以 $ 1 中 的 恒等式 (1.12) 作为 出 
发 点 .用 KURRA nA VANK 是 一 个 张 量 场 )， 
AY Pr 重新 作 适 当 的 解释 后 ,就 可 获得 DrK 的 定义 。 
首先 回忆 ,在 向 量 空间 了 与 到 之 间 给 定 了 一 个 同 构 p:V 一 Ww 
后 ， 存 在 着 一 :个 自然 的 方式 能 把 9 推广 成 在 张 量 代数 之 间 的 一 个 
同 构 
PT*(V)— T*(W), 
这 里 
T*(V)=QT™(V). 


T(V) =~ V@---@VQV*®-- -@OvV*, 
其 中 V* 是 了 的 对 候 空 间 ( 同 样 有 T*(W)). 整数 偶 (r，s) 称 
ATV) 中 元 素 的 类 型 . 设 p*:Ww* -> V* 是 由 9 所 诱导 的 在 
对 假 空间 之 间 的 伴随 同 构 , 即 对 每 一 个 ce w*, A 
pop(a)(v) = alple)), Yrer. 
可 定义 TMV) 一 Tw) 如 下 : 对 任何 0,€V, devV* 定 
义 
P( 1,0 + Or DLD * > Ba‘) 
= pO Do) Dp) UND: Rl] e), 

并 用 线性 性 质 把 p 推广 到 TV) 中 所 有 的 元 素 。 这样 就 以 显 
然 的 方式 定义 了 同 构 @:T*(V) 一 T*(W)( 仍 用 同样 的 记号 来 表 
iR). 

现在 对 VEM., 令 K 为 M 上 的 一 个 张 量 场 ,为 了 定义 
D,KET*(M.), 设 7 是 M 上 任何 一 条 使 7(0) 一 ”的 阳线 , 且 设 
7 P,. T*(M ro) > T*(M ro) 
是 沿 rlon 的 平行 移动 P, 所 诱导 的 同 构 ， 定 义 


D,K = < LEKUO loos (2.1) 


称 D,K 为 天 关 于 ”的 协 变 导 数 ， 上 式 右 端 确实 是 有 意义 的 ， 如 
KK 是 一 个 (+r，s) 型 的 张 量 场 , 则 映射 > PKU) 定义 
了 有 限 维 向 量 空间 TM.) 中 的 一 条 C” 曲 线 , 于 是 可 计算 导 
B. 

(2.1) 中 DK 的 定义 表面 上 看 来 非但 依赖 于 v, 也 应 依赖 于 
曲线 y， 但 我 们 不 久 将 证 明 (2.1) 的 右 端 实际 上 与 y 的 选取 无 关 . 
在 证 明 的 同时 ,将 导出 DK 的 一 些 最 基本 的 性 质 , 下 列 四 点 是 显 
it BULA: 
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(1) WKE (r, s) 型 , 则 D,K 也 是 (+, s) 型 。 
(2) D, 是 作用 在 张 量 场 代数 上 的 一 个 导 子 , 即 如 Ki, Ki 为 
张 量 场 , 则 
D,(K,@K,) = (D,K,)@K.(«) + K,(«) @D,K;, 
为 了 记号 简便 起 见 , 我 们 仅 在 一 个 特殊 情况 下 给 出 (2) 的 证 朋 ， 一 - 
般 的 证 明 是 完全 类 似 的 。 设 K=XQ0@p, REX BABY, 
o p 征 1- 形 式 ,(2) 上 断言 
D,K = (D,X@o@p + XQD op 十 XQoGQD.p)(x)，(2.2) 
为 了 证 明 它 ， 设 {eC 2.020} 是 没 7 的 一 组 平行 向 量 场 的 
me BNET of) 沿 7 是 平行 的 , 旦 对 每 一 总 ct( eu 人 形成 
T Mrs 的 一 组 基 。 令 {c2),--°, OO} 为 沿 7 的 1- 形 式 对 偶 
项, 即 对 所 有 t, 
al eO) = 83, Wis 7. 
TER: {eG} HBr 的 平行 1- 形 式 , 即 Wi, Wt, F 
P(e(0)) = dG). 
现在 记 XG = X(C), SS. Hid 
XK) = >) Xe, (2); 


| wt) 一 


ah 


>} w(t ate), 


ot) = >) PAD. 
由 定义 (2.1), 有 
D,K 一 >a, (X?(2)e0,(2)0,(4)) | ,0¢,(0) Qa?(0) Qa’ (0) 


= =? sa (0 )e,(8) (0 Je,(0) @a?(0) @a’(0} 


d eet) 


+ DXx"(0) ,(0)e,(0)@a%(0)Be'(0) 


o $2 e 


+ IX’ (0), (0) er (0)e,(0) Qa*(0)@ar(0) 


= (2.1)AR Ai 
干 是 证 得 了 (2.2)。 这 段 论证 的 要 点 是 : 利用 向 量 场 的 一 组 平行 
基 及 其 1- 形 式 的 对 惕 基 来 表示 一 个 张 量 场 后 ， 协 变 导 数 被 化 为 通 
常 的 导数 。 | 
(3) D， 与 缩 并 可 交换 。 
我 们 仍 利用 上 述 特殊 情形 K 一 X@w@p 来 解释 (3) 的 意义 ， 
不 妨 认 为 儿 是 在 第 ”和 第 三 个 变量 之 间 的 缩 并 ( 即 EK = 
o(X)o), C3) Be: 
| D,( ZK) = @(D,K). 
利用 (2.2), 这 等 价 于 
D,(p(X)o) 一 o(D,X Jol) + p(X) Cx) . Dro 
+ [(D,e)(X) Jo@), (2.3) 
(2.3) 的 证 明 可 利用 和 证 明 (2.2) 时 相同 的 方式 来 进行 ,这 里 就 赂 去 
了 。(3) 的 一 般 情 形 的 证 明 是 类 似 的 . 
(4) 由 (2.1) 所 定义 的 DK RRT vs 而 不 依赖 于 曲线 
Y, 
同样 我 们 只 对 天 一 XQwG@p 的 特殊 情形 证 明 (4) ,一 般 情 形 
下 的 证 明 是 类 似 的 ， 首先 ,我 们 知道 对 任 一 向 量 场 六 ，D。X 仅 依 
HT "， 而 不 依赖 于 y。 现 在 我 们 断言 : 对 任何 1- 形 式 n Dn 
也 有 同样 的 结论 。 为 些 ， 只 需 证 明 : 对 所 有 向 量 场 X,(D.7)(X) 
仅 依赖 于 v, MERRET x+， 现 考虑 张 量 XO HOJA 
D,(XQT) = (D,X)@n 十 XGODo。 
由 (3) 得 到 
v(n(X)) = n(D,X) + (Dn) (X), 
或 者 
(Dn)(X) = o(y(X)) — 7(D,X), 
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因为 上 式 的 右边 仅 依 赖 于 "， 而 不 依赖 于 rs AmA (Dsn)(X) 
也 有 同样 的 结论 。 最 后 ,我 们 看 到 在 (2.2) 中 ， 右 边 仅 依赖 于 v ,而 
不 依赖 于 7, 所 以 对 DK ieee. wee. 
由 于 (4) 的 成 立 ,我 们 现在 能 对 每 一 个 张 重 场 kK 及 每 -一 个 向 量 
场 X 定 义 张 量 场 DxK 为 
(DxK )(#) = DynK, VxrEM., 
HE: DK 关于 X 是 多 ”线性 的 ,于 是 我 们 能 对 每 一 个 型 为 (7， 
) 的 张 量 场 定义 (r,s 十 1) 型 张 量 场 DK 为 
CELLIE E Xis tte, Xs X) 上 一 > (DxK )(w!, 007 人， "+ ,XX,), 
V1- 形 式 o, V 向 量 场 X; 及 X. 
DK 称 为 玉 的 协 变 微分 ， 如 了 是 一 个 函数 , 即 (0, 0) 型 张 量 , Rw 
然 由 定义 可 得 
| Df=df, (2.4) 
这 里 右 端 是 ' 的 外 微分 ， 一般 地 ,我 们 令 
D'K = D(DK), DK = D(DK),..., 
等 等 。 
ze. MX, Y 为 向 量 场 , 则 一 般 地 说 
D'K(-+++,X, Y) = DyDxK(- ++), 
这 里 “…” 表 示 按 照 玉 的 类 型 所 确定 的 变量 的 数目 。 PRERRA 
BAR f 的 情形 。 由 定义 知 | 
D(X, Y) = (DGd7))(X, Y) = [Dvd f) 1(X). 
由 (2) 得 到 
Dy(d J@X) = Dy(d OX + dfODdyX, 
得 利用 (3) 后 就 有 
YXf = Dy(d f(X)) = [Dy(d f) ](X) + (DyX)f. 
于 是 | 
D’/(X,Y) = YXf — (DyX)f. o 5) 
再 谈 一 些 关 于 Df 的 性 质 。 利 用 $1 中 《2) WARRE 
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了 (X,Y) 的 定义 ,我 们 看 到 
DfX,Y)— Df(Y, X) = T(X, Y)f, 
于 是 如 D 是 一 个 对 称 联 络 , 则 Df 是 一 个 对 称 的 二 阶 协 变 张 量 场 ， 
Rp 
DIX, Y) = DI(Y, X). 
这 时 称 Df 为 了 的 Hessian. 
习题 1， 在 具有 标准 的 (BEI) 联络 的 R* FHA Co ARR 
Hessian? 
习题 2， 在 具有 联络 D 的 流 形 M 上 , 张 量 场 K 是 平行 的 、 当 且 仅 当 DK 
= 0. 证 明天 为 平行 的 充 要 条 件 是 : 对 于 每 一 条 曲线 r:[0, 1 ] 一 M， 有 
Pr(K(r(0))) = K(r(1)). 
习题 3. 设 M 为 具有 度量 8，Levi-Civita 联络 D 的 黎 曼 流 形 . 注意 8 是 
二 阶 协 变 对 称 张 量 . 证明: 8 是 平行 的 。〈 它 如 何 与 $ ! 中 的 (L1) 相 联 
R?) 
本 节 从 现在 起 , 令 M 为 具有 度量 g，Levi-Civita 联络 D 的 黎 
Sie. 我 们 将 导入 两 个 二 阶 算 子 ， 
前 先 , 如 S 是 一 个 二 阶 协 变 对 称 张 量 场 ,我 们 定义 它 的 迹 tr5 
为 M 上 上 的 限 数 ,使 得 在 reM 处 有 


tr Slx) 一 > SCeis €i)» 


其 中 {esete AM, 中 的 一 组 么 正 基 。 

习题 4. 利用 s 的 对 称 性 去 证 明 tr S 的 定义 是 与 么 正 基 {61} WARE 
关 ，, 并 证 明 对 每 一 个 如 上 所 述 的 CP 张 明 Sour 5 是 一 个 ce 函数 . 

因为 Levi-Civita 联络 是 对 称 的 ( 岗 § 1 中 的 〈L2))， 所 以 对 
任何 函数 f DI 是 一 个 对 称 张 量 。 我 们 定义 

A f= tr DY, 

并 称 人 A 为 作用 在 骂 数 上 的 Laplace RF. 在 经 典 的 文献 中 也 称 
AX Laplace-Belirami 算 子 或 二 阶 微分 算 子 。 简单 的 计算 表明 ， 
CELA OR ER (BIE BEY Levi-Civita 联络 ) 的 R* E, 


e 36 e 


ai= D Gan 


所 以 A 是 经 典 的 Laplace 算 子 。 下 面 的 习题 给 出 了 入 的 一 般 的 、 
详尽 的 公式 ， 虽 然 若 用 在 以 后 的 S12 中 所 导入 的 技术 ,计算 能 极 
大 地 被 简化 ， 但 现在 做 这 个 计算 从 提高 读者 计算 技能 的 观 后 来 看 
将 是 有 益 的 . | 

JMS. 设 是 具有 度量 8 HREM LOT Cc” 函数。 相对 于 局 部 
MRR ih, R 

Si, 一 8 ( 2, 》 2); 之 gine 一 6} 
EG ARBRE {gi;} reisjsr 的 行列 式 。 证 明 : 

(2) af= T= od ever) 

((2) 中 的 公式 表明 了 人 是 一 个 二 阶 线性 椭圆 型 偏 微分 算 子 .) 

为 了 叙述 第 二 个 算 子 ， RIVER: ”如 果 X 是 一 个 向 量 场 ， 
T* 是 M 上 所 有 张 量 场 对 应 于 C” 函 数 的 代数 所 形成 的 模 , 则 由 
上 述 (2) 知 道 , 由 天 一 DxK PE MRS 

Dy: FS * — T" 
是 FF * 的 一 个 导 子 , 即 如 果 Ko K 为 两 个 张 量 场 , 则 
Dx(K,@K;) = (DxK,)@K; 十 K,@(DxKz2). (2.6) 
对 给 定 的 向 量 场 X,Y, WEE MIR 
Ry: T * > F* 


为 | 
Rxy = — DxDy + DyDy 十 Dixy. 
我 们 称 Rey 为 由 X, Y 所 定义 的 曲率 算 子 。 Re 上 共有 下 列 性 
质 : 
(1) Rxy 是 2” 的 一 个 导 子 ; 
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(2) Rxy 保持 张 量 场 的 类 型 ; 
(3) Y AR j, V 张 量 场 KA 
RuxyK = Rxyy)K RxyGK) = fkxyK; 

(4) V AA Ís 有 Rxyf = 0. | 

为 证 明 (1) ,我 们 需要 一 个 代数 中 的 结论 , 即 如 果 DD. 为 两 
个 导 子 , 则 Lie 括号 [D,，D:] = D,D, 一 D:D, 也 是 导 子 。 再 加 
上 前 面 的 协 变 导 数 DK 的 基本 性 质 (2) 以 及 关系 式 

Ryy = Dixy} — { Dys Dyl, | 

就 可 得 出 (1)，(2) 得 自 协 变 导数 D。K 的 基本 性 质 (1)，(3) 用 常规 
计算 就 可 证 得 。、(4) 是 Rxy 的 定义 的 立即 推论 ， 

如 果 Z 是 M 上 的 另 一 个 向 量 场 ,由 (2) 知 RxyZ 是 一 个 向 量 
场 ,由 (3) 知 Rxy2 对 于 每 一 个 变量 X, Y, Z 都 是 线性 的 (系数 
取 自 C” RA). TE RxyZ 定义 了 一 个 (1，3) 型 张 量 场 
(w,X,Y,Z)->alRyZ), V 向 量 场 X,Y,Z 及 1- 形式 o， 
又 由 

R(X, Y, Z, W) = (RxyZ,.W)>, V 向量 场 X,Y,Z,W, 

可 定义 一 个 (0, 4) 型 的 张 最 场 。RxyZ 或 R(XY.Z,W) BARS 
度量 的 曲率 张 量 ,或 更 精确 地 , 称 为 Levi-Civita 联络 的 曲率 张 量 . 

出 现在 数学 中 的 曲率 张 量 几 乎 是 一 个 神秘 的 东西 。 部 分 地 是 
因为 其 名 称 显 示 它 能 够 对 难以 捉摸 的 空间 弯曲 ”性质 给 出 一 个 精 
确 的 量度 ,部 分 地 是 因为 尽管 它 看 上 去 很 简单 ,但 它 似乎 控制 了 笋 
受 几 何 的 几乎 每 一 个 方面 (不 久 读 者 将 会 发 现 这 一 点 )， 又 部 分 地 
因为 虽然 从 过 去 到 现在 ,人 们 已 化 费 了 极 大 的 努力 ,但 距离 完全 党 
气 它 还 相距 甚 远 。 在 [S8，I[] ch, Spivak 化 了 许多 篇 幅 来 对 这 
个 定义 的 历史 起 源 , 直 观 内 容 , 不 同情 况 下 它 的 种 种 姿态 ， 等 等 进 
行 了 讨论 (如 该 书 第 4A 章 到 第 4D 章 )。 这 些 讨论 可 能 是 [S58, I— 
S8, V] 的 最 有 价值 的 部 分 , 值得 仔细 地 阅读 。 我们 在 这 里 只 作出 
少数 几 个 评论 ， 而 让 读者 在 阅读 本 书 的 过 程 中 逐渐 去 汪清 这 个 概 
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念 的 几何 内 容 ， 

注 记 1]。 曲 率 张 量 是 度量 的 二 阶 不 变量 。 我 们 将 小 心地 解释 
这 个 术语 。 首先 ,“ 二 阶 ? 是 指 它 包 含 度量 张 量 & 的 二 阶 导 数 。 证 
明 这 一 点 的 唯一 办 法 是 去 计算 . 相对 于 局 部 坐标 系 {x}, 设 . 


Or: Ox! 
及 
ð 0 ð ð 
Rj; = == R (2, 3 :9 9 2), 
ii Do Ox Ox* ox 
于 是 ( 见 [S8, 11], 第 4D-7 页 ) 


Rau = > (28u + Ogit .Og git) 
2\OxiOxt = Ox! Ox! OxiGx! OxiOxt 


十 > (2.0 十 gr， (2.7) 


这 里 Ti, 是 $1 HE MA Christoffel 记号 ,利用 g; 可 写 出 Ti 的 
表示 式 ( 见 $ 1 的 (1.9) 式 )。 我 们 看 到 ， 曲 率 张 重 是 度 嘲 张 重 的 非 
线性 函数 ， 这 个 非 线性 的 性 质 将 成 为 我 们 企图 理解 曲率 张 量 时 产 
生 很 大 困难 的 部 分 原因 ， 

其 次 ,要 对 术语 “不 变量 " 作 解 释 。 首 先 我 们 定义 C PRA o: 
M 一 NN 为 黎 曼 流 形 之 间 的 一 个 局 部 等 距 变换 ,当量 仅 当 Vxe€ M， 
d pp; M,-> Mpo 是 相应 的 内 积 空间 之 间 的 等 EEM, 注意 :如 9 
是 一 个 局 部 等 下 变换 ， vit 

dim M = dimN, 

HPYPAERA. PRALRRBERA MMSE), MAM 
当 除了 是 局 部 等 距 变换 外 ,还 必须 是 一 个 微分 同 胚 ， 

习题 5， 试 详尽 地 证 明 : “等 距 变换 保持 Leyi-Civira ESE”, WPI p: M— 
M ARSRKEZAN—-TSE, iz D, D 分 别 是 M, M ”上 的 Levi-Civita 
联络 , 且 设 X.Y 及 X,Y 分别 为 My M 上 的 向 量 场 , 使 得 

dg(X)= X, d9(7) 一 了 ， 
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MAY 
d o(DxY) = DY’, 
通常 我 们 把 习题 6 解释 成 “Levi-Civita 联络 是 度量 的 不 变 
2". 下 面 的 习题 7 给 出 了 "曲率 张 是 是 度量 的 不 变量 ”的 精确 含 
X. 
习题 7， 设 p:M 一 M' 为 一 个 等 距 , 且 设 R, R 分 别 是 M, M 的 曲率 
张 量 , 则 对 M 上 的 任何 同 量 场 X,Y, Z, W 及 M 上 任何 的 向 量 场 X,Y',7， 
1 ,如 果 满 足 X = ap(X)，Y' = dp(Y) 等 等 , 则 有 
Aon RyvZ) = Ryy'Z', 
R(X, Y,Z,W) = R(X',Y', 2’, W')og, 
注 记 2。 设 M 为 2 维 黎 曼 流 形 ， 则 从 曲率 张 量 尺 可 引出 一 个 
所 谓 高 斯 曲率 的 水 数 K:M >R, WAE PEM, GR PEN 
AKER Fs EZ y}， 使 得 


ð 0 
(2 (p), By ()} 


K(p) =R (2. 55 , => È jo. 

易 证 此 定义 与 坐标 ix, y) 的 选取 无 关 ( 见 下 面 引 理 1)。 

如 M 是 RP 中 的 一 个 曲面 , HBS RP HERRENA 
导 的 度量 , 则 KO) IER Me UME PANES, 只 要 
利用 注 记 1 中 内 (2.7), 并 对 照 在 任何 初等 微分 几何 课本 (如 [S58， 
HUI] 的 第 78 页 ) 中 都 可 找到 的 关于 曲面 的 高 斯 曲率 的 计算 公式 就 
可 看 出 这 一 所 。 于 是 由 习题 7 BAR 中 等 距 的 曲面 (在 相应 点 ) 
具有 相同 的 高 斯 曲率 , 这 就 是 高 斯 的 Egregium 定理 (Egregium 
是 拉丁 文 , 绝 好 的 意思 )。 从 这 个 角度 看 ， 高 斯 的 这 个 伟大 的 定理 
似乎 是 显而易见 的 ， 伏 而 我 们 在 这 里 应 当 赶 紧 指出 的 是 : 高 斯 原 
先 并 不 是 像 我 们 上 面 所 做 的 那样 直接 用 度量 来 定义 他 的 曲率 ， 而 
是 借助 于 M 在 RR 中 的 第 二 基本 形式 来 定义 高 斯 曲率 的 ， 于 是 
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Egregium 定理 确实 是 一 个 绝 好 -的 定理 。 

注 记 3。 前 两 个 注 记 的 内 容 也 给 出 了 如 何 去 理 解 黎 曼 在 其 
1854 年 的 就 职 洲 说 中 提 到 的 原始 的 “曲率 "概念 的 关键 后 。， 给 定 
PEM, H24 PR ICM, EBNEM 中 所 有 使 

7(0) =p, T(OVE 
的 测 地 线 的 全 体 。 由 $ 3 中 的 结果 可 得 出 : NEX EEM HE p 
扩 附 近 的 一 个 2 维 子 流 形 。 于 是 对 每 个 五 可 算出 N 《在 诱导 度量 
下 ) 于 ?处 的 高 斯 曲率 , 记 为 (II)。 RZL ESMIRA 
2 维 平 面 的 集合 中 变动 ， 并 用 这 些 KCI) WSO RIE 
“曲率 ”( 见 $ 13 ,推论 12), | 

2104, eR’ 在 KR DHA AKA, Ce ye (r, y, 
J)。 妈 ”的 诱导 度量 当然 是 平坦 度量 。 WR E RASA" H 
古人 (平坦 ”的 术语 出 现在 黎 曼 在 1854 EHRs), 于 是 自然 
地 去 外 推 这 个 概念 ， 并 对 所 有 n， 称 RY 上 通常 的 度量 为 平坦 的 . 
注意 ,在 R 的 平坦 度量 下 ,对 所 有 向 量 场 X, Y, Z， 有 

RyyZ = 0, . 
浙 以 曲率 张 量 恒 为 零 。 有 反之 ,我 们 在 以 后 的 $4 中 将 证 明 ;， MRS 
泥 形 M 的 曲率 张 量 为 零 ， 则 它 必 局 部 等 距 于 配备 着 平坦 度量 的 
R"(n = dim M)。 由 于 这 个 道理 , 如 果 一 个 黎 曼 流 形 的 曲率 张 量 
Ay >, RERS IE (ES BES) TAW, 

注 记 5。 存在 着 和 曲率 算 子 的 一 个 有 趣 的 代数 解释 。 在 黎 曼 流 
形 M 上 (其 实 M 是 任何 具有 联络 的 流 形 就 够 了 ), 设 V 是 M 上 所 有 
向 晤 场 相应 于 实数 域 R 的 向 量 空间 (通常 是 无 限 维 的 )。 AD. 
是 M 上 张 量 场 全 体 3 ”上 所 有 导 子 所 构成 的 实 向 量 空间 ， 根据 
(2) ,由 OCX) = Dx 所 定义 的 映射 $:V 一 D,, 是 向 登 空 间 中 的 
闻 态 。 了 了 在 括号 运算 [X,Y] 下 ， 红 .在 括号 运算 (DDS 
D,D: -- DD, 下 均 为 (无 限 维 的 ) 李 代数 ,因为 

OLX, Y]) —[O(X), O(Y)] = Ry, 
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所 以 暴 率 算 子 乃 是 @ 与 李 代数 同 态 之 间 差 异 的 一 种 很 丛 切 的 最 
度 。 

现在 我 们 转向 对 曲率 张 量 的 基本 事实 进行 讨论 ， 

引 理 1 对 所 有 向 量 场 X, Y, Z, W, 我 们 有 

(1) Rzy = — Ryx; 

(2) RxyZ 十 RyzX 十 RoxY 一 0 (第 一 Bianchi 恒等式 ); 

(3) R(X, Y, Z, W) = —R(X,Y, W, Z): 

(4) R(X, Y, Z, W) = R(Z,W,X,Y). 

WBA 从 Rxy 有 的 定义 中 立刻 可 以 得 到 《1)。 为 验证 (2) 一 
(4), 只 需 设 XX,……, WW 为 一 个 局 部 坐标 系 中 的 坐标 向 量 场 ,这 时 
有 ( 见 5 1 中 的 《LL2)) 

DxY = DyX 
te 一 一 DxDy 十 DyD (2.8) 
XY XY YX 
于 是 (2) 可 直接 从 (2.8) 中 得 出 ,而 (3) 等 价 于 R(X,Y,Z,2Z) 一 0， 
由 $1 中 的 (L1), Æ 
R(X, Y, Z, Z) = (DxDyZ, Z — (DyDxZ, Z) 
== (X(DyZ, Z) — (DyZ, DxZ)) 
— CY(DxZ, Z) — (DxZ, DyZ)) 
= X(DyZ, Z — Y(DxZ, Z) 


= X(Y(Z, Zy) -5 Y(X(Z, Z?) 
一 > [X, YK Z, Z) 一 0， 


上 上面 最 局 一 步 是 因为 [X,Y] 一 0。 这 就 证 明了 (3).。 (4) 是 (1) 一 
(3) 的 代数 推论 ( 见 [58, 1], 第 4D-17 页 , 或 IKN, IJ, 第 98 
页 )。 

因为 RR 是 一 个 张 量 , 且 (1) 一 (4) 纯 粹 是 关于 R 的 代数 结论 ,所 
以 引 理 1 也 能 等 价 地 对 一 固定 切 空间 M 中 的 向 量 X,Y, ZW 
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予以 叙述 ， 这 上 时, WEEK X, YEM. 由 Z Ryż 所 定义 
的 线性 变换 Riy:M。-> M。 相对 于 M。 上 的 内 积 来 说 。 是 反对 
称 的 (由 (3))， 进 而 ,考虑 定义 在 MOM. LAR 
O(X,Y)= R(X,Y, X,Y), | 
我 们 称 0 为 的 相配 二 次 型 (关于 这 个 术语 可 看 下 面 的 习题 8)， 

引 理 2 2 完全 确定 了 曲率 张 量 。 更 精确 地 说 , 设 R R 为 
张 量 场 ,它们 都 满足 引 理 1 的 条 件 , 如 它们 的 相配 二 次 型 Q, 9 在 
M :中 M， 上 相等 , 则 R =R, 

证 明 在 [GKM] 的 第 93 页 上 给 出 了 一 个 如 何 用 8 来 表 出 
R 的 详尽 的 公式 ,这 当然 就 证 明了 引 理 (在 [CE] 的 第 16 页 上 也 
有 一 个 等 价 的 公式 )。 一 个 略微 较为 合理 的 证 明 是 先 去 定义 员 = 
R—R', FRU R 的 相配 二 次 型 6 正好 是 0 一 0。 由 假设 ,0 
一 0， 我 们 必须 去 证 明 EE 二 0。 利用 R 的 多 重 线性 性 质 、 条 件 
(1) 一 (4) 以 及 9 一 0， 第 一 步 先 去 证 明 : 

R(X, Y,X,W)=0, VX,Y,WEM:. 
然后 再 证 明 : 
R(X, Y,Z,W)=0, WX,Y,Z,WEMs:. 
(如 感到 困难 ,可 参见 TKN, 1], 第 199 页 )， 证 毕 。 

把 2 作 下 列 的 归 一 化 后 处 理 起 来 可 能 更 容易 一 些 。 moe 
M: 的 一 个 2 维 子 空间 , 设 to vw} 是 五 的 任何 - -组 基 。 我 们 定 
义工 的 截面 曲率 为 | 

__ Rl 75 Vas Vis 12) 
KU) = lv Ane | 
这 里 |v, Anl? = k * |v)? — (Vis n? (EAI, n = 
(vis vs i= 1,2, H |n Anl BUSY nAn 关于 M-AM, 上 
内 积 的 范 数 )， 利 用 引 理 1 的 (1) 一 (3), 可 直接 证 明 : KO) 的 定 
义 确实 与 基 {vs n) 的 选取 无 关 。 特别, 如 我 们 利用 工 的 一 组 么 
ik. {e,, er} Fi. WA 
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KT) = R(e,, ĉis Ci, 6&2). 

KK 是 定义 在 以 的 2 维 切 平面 集合 上 的 一 个 图 数 ， 由 于 引 理 2， 知 
道 了 所 有 2- 平 面 开 的 截面 曲率 KU), AFT THAKE 
(对 于 知道 如 何 定义 切 于 对 的 2 维 平面 的 Grassmann JA G,(M) 
MEK, K:G(M)>R 是 一 个 确定 了 曲率 张 量 的 CR 
数 )。 再 加 上 对 毅 数 处 理 起 来 总 比 张 量 要 容易 ,所 以 人 们 通常 项 望 
更 多 地 利用 天 而 不 是 R， 从 习题 7 的 观点 来 看 ， 堆 面 曲率 函数 下 
是 度量 的 不 变量 , 即 如 果 gp: M >M 是 一 个 等 距 , N, T 分 别 是 
M, M 中 的 2- 平 面 ,和 且 有 dqp(H) =r, IST 的 截面 曲率 
相同 ， 3 

在 上 述 注 记 2 及 3 中 ,我 们 注意 到 :; 对 2 维 黎 曼 流 形 MM ,截面 
曲率 正好 是 高 斯 曲率 ,因而 作为 推论 ， 展 中 的 2 维 单位 球面 5 是 
第 截面 曲率 为 十 1 的 紧 致 、 单 连通 笋 曼 流 形 。 从 下 面 的 习题 9 知 
道 : Vn > 2,0 维 球面 5 C Rt 也 有 常 截面 曲率 , 记 为 cn A 
后 可 以 证 明 : 对 每 一 个 n, A c. 一 1， 但 是 到 县 前 为 止 , 要 去 确 
E c。 的 值 并 非 容 易 《对 2 >3). 当然 可 以 直接 去 硬 算 , 但 这 并 
不 是 可 取 的 方法 。 在 一 些 必要 的 概念 乙 导 入 以 后 ,将 在 下 面 $4 中 
给 出 c, = 1 的 证 明 。 一 般 地 说 ， 给 出 了 一 个 度量 后 要 去 计算 它 
的 截面 曲率 是 一 件 十 分 不 平凡 的 事情 ， 除 非 这 个 度量 存在 着 某 些 
额外 的 条 件 , 例 如 具有 高 度 的 对 称 性 , 即 黎 受 度量 容 有 许多 非 平 凡 
的 等 距 变 换 。 看 一 下 曲率 张 量 的 表示 式 《2.7) PEREEMA 
得 为 什么 直接 硬 算 几乎 是 没有 希望 的 。 由 于 本 书 的 其 余部 分 极 大 
多 数 是 人 处理 上 曲率 及 测 地 线 , 所 以 我 们 在 这 里 就 不 再 多 说 了， 

习题 8， 对 每 点 x* EM， 证 朋 在 MAM, Erb 

OXAY, ZAW)= R(X, Y, 2, W) 

折 给 出 的 双 线 性 更 是 合理 地 被 定义 的 ,证 明 它 是 对 称 的 ,而 且 ， 如 果 8 在 每 
— RATER), WM RIERA RMS. (遗憾 的 是 反 过 来 的 命 
题 :“ 正 (或 负 ) 的 截面 典 率 可 推出 2 是 正定 【或 负 定 ) 的 ”已 被 知道 是 错误 
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ay.) 
注意 : 关于 这 个 双 线性 型 的 一 个 应 用 ,可 见 概 括 性 的 论文 〈[w9] 中 第 
23 页 的 $3)。 

习题 9. 设 5* RY 中 的 4 维 单位 球面 ,而 且 总 认为 在 5* 上 配备 着 
KSEE. , 

(1) TEAR: 对 分 别 在 *，*” 处 切 于 5* 的 任意 两 个 2 维 平面 7, 77, 存 
在 着 一 个 等 距 9:5* 一 > S*， 使 得 p(x) r, H 

dpc) = N; 

(2) 证 明 : $* 具 有 常 截面 曲率 . 

我 们 将 提 及 一 些 与 曲率 张 量 有 关 的 众所周知 的 内 容 ， 从 而 使 
我 们 的 图 景 更 完美 一 些 ， 上 述 引 理 ! 的 (2) 给 出 了 第 一 Bianchi 醒 
等 式 。 存 在 着 下 列 的 第 二 Bianchi 恒等式 : 

5/323 (第 二 Bianchi 恒等式 ) 曲率 张 量 RxyZ 适合 

(DxR)yz 十 (DyR)zx + (DzR)xy 一 0，Y 向 量 场 X,Y, Z. 

证 明 ”只 需 对 坐标 邻 域 中 的 坐标 向 量 场 X, Y, Z 证 明 引 理 
就 行 了 。 于 是 如 在 引 理 1 中 那样 ,对 这 些 向 量 场 X,Y, ZW 我 
们 有 


pr = DyX; (2.9) 
Rxy 一 —DxDy + DyDy, 
又 注意 到 
(DxR)yzW = DxCRyzW) — Ryz(DxW ) 
Ry y,zW — Ry,pyzW, (2.10) 


再 在 这 个 方程 中 循环 地 交换 XY, Z 后 就 可 得 到 两 个 其 它 的 方 
E ,把 它们 相 加 在 一 起 ,并 利用 (2,9) ,就 能 证 得 引 理 。 证 毕 。 

SJE 10. RAR SRIEM HME] DR=0 的 充 村 条 件 是 : 对 
每 一 条 曲线 7:[0，1j 一 M 及 任何 一 个 2- 平 面 UC Mo E RPM) 有 
相同 的 截面 曲率 ( 称 这 种 黎 受 流 形 为 局 部 对 称 的 ,对 这 样 的 流 形 在 $4 中 将 有 
一 个 十 分 简单 的 讨论 .如 果 读 者 需要 知道 更 多 这 方面 的 知识 "可 独 [CE], 第 

三 章 及 【KN, 二}， 第 十 一 章 )。 


>» 45 o 


WER f, 我 们 已 经 看 到 D] 是 一 个 对 称 张 量 ， 下 列 引 理 
是 这 一 事实 的 十 分 忠实 的 推广 (可 参看 引 理 1 Ry 所 具有 的 性 
质 (4)). : 

引 理 4 (Ricci BER) 如 了 是 一 个 张 量 场 , 则 

DT 人， ** X,Y) — DT(---,Y, X) == (RxyT )( es), 

证 明 由 引 理 1 的 (2) 及 (3) 得 知 

(D’T )(- X, Y) = (Dy(DxT))C- e) — (Do xT )( soe), 

交换 X，Y， 再 相 加 后 即 可 。 证 毕 . | | 

RE, RIFA RETER EA AEN A g. Ricci 
张 量 是 一 个 二 阶 协 变 张 量 场 Ric， 使 得 如 X, Y 为 向 量 场 , 则 在 
每 点 x M 处 有 

Ric(X, Y) = >) Rei, X, en Y), 


这 里 {ese} BM. 中 的 一 组 么 正 基 。， 利 用 的 多 重 线 柱 
性 质 可 知 ，Ric 与 么 正 基 的 选取 无 关 。 由 引 理 1 的 (4) 知 道 ，Ric 
是 对 称 的 , 即 | 
Ric(X, Y) = Ric(Y, X). 
进而 ， 在 和 M 的 切 单位 球面 上 用 X Ric(X, X) BW FN—PmR 
数 , 称 Ric(X, X) AEB X FAY Ricci HŒ, Ale EM, H. 
设 XEM., HE M: PRAE {ete} fife. 一 XX， 
WI FA Ric 的 定义 及 Reis Cis Crs e,)=0 得 到 
Ric(X, X) 一 >> R(e;, Cry Cis C1). 


于 是 Ricci 曲率 乃 是 —1 个 截面 曲率 之 和 。 数量 曲率 :是 M 
上 的 C” 函 数 ,其 定义 为 Ric 的 迹 ,所 以 在 上 述 记 号 下 ， 

s(x) == D5 R(e;,5 Cis Cis e;). 
因此 数量 曲率 是 由 么 正 基 中 ”个 向 量 所 张 成 的 各 种 可 能 的 2- 平 
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面 的 截面 曲率 的 总 和 , | 

过 去 十 年 中 , 我 们 对 Ricci 曲率 及 数量 曲率 的 理解 有 了 很 大 
的 推进 。 在 本 书 的 稍 后 部 分 , 我 们 将 对 Ricci 曲率 作 比 较 详尽 的 
研究 。 但 是 由 于 我 们 会 很 少 提 及 数量 曲率 ， 因 此 在 这 里 有 必要 列 
出 一 些 有 关 这 个 肖 数 的 最 近 的 论文 : [GL21，[SY1], [SY3]. 
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$ 3 指数 映射 ,高 斯 引 理 和 度量 的 完备 性 


本 和 节 和 参考 文献 

[S8,1], RIF. 

[GKM], § 4.4 和 $ 5.1, 

[Mi], §10, 

(KN, 1], $ 4 $38 4 CORBA Bh ). 


在 $1 的 末尾 ,我 们 给 出 了 一 般 联 络 的 测 地 线 的 定义 。 现 在 要 
仔细 研究 黎 曼 度量 的 测 地 线 ( 即 Levi-Civita 联络 的 测 地 线 ) 以 及 
它们 和 黎 受 流 形 的 距离 结构 @ 的 关系 . 

i Met BS HI. DE EAS Levi-Civita 联络 。 回 忆 一 下 ,一 
条 曲线 Y: [0,，1] 一 M 是 D 的 测 地 线 ( 简 言 之 ,是 黎 曼 度量 的 测 
地 线 ), 其 充 要 条 件 是 DY 一 0。 由 此 我 们 知道 ,如 果 Y 是 一 条 测 
地 线 , 则 |7| 必 是 常数 。 也 须 看 到 ,如 果 7Y:[0, 1] 一 M 是 一 条 测 
FUER ANEREM c, 

y“: 0, 1) — M:i Y(ct) 


也 是 测 地 线 .由 于 | 产 | = 17), 所 以 在 参数 做 适当 线性 改变 之 后 
我 们 总 可 以 假定 一 条 测 地 线 7 满足 17| 一 1。 具有 这 种 性 质 的 测 
地 线 称 正规 的 ,下面 将 描述 条 件 |?| 一 1 的 几何 意义 ， 

MR Ele, b] 一 M 是 一 条 C™ HREM ES 的 长 度 为 


b . 
LE) = | Ola, 


0 距离 结构 按 通 常 拓扑 学 术语 是 度量 空间 的 结构 。 为 了 避免 与 黎 曼 度量 一 词 在 
iH LE ARIMA AB. 
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4 sila, 6] > [0, L(E)] 是 C° 函数 ,满足 
se) = |" EO dr = LE lun), (3.1) 
WR 二 是 一 个 漫 入 (有 时 也 称 为 是 一 条 正则 曲线 ) EBA 
E = || > 0, | 


从 而 函数 s。 有 C” PW RBM #10, L(5)] 一 [a,b5]. 由 EO = 
E(u(s)) 确定 的 曲线 E0, LE) 一 M 称 为 是 5 的 再 参数 化 ,着 
HENS s RARI RHE M: 


d =], s= L(E | 0,21). 
ds 


其 实业 | 一 1 与 s=L(Elon) 是 互相 等 价 的 ， 这 样 的 参数 称 为 


弧 长 参数 ,这样 的 三 称 为 强 长 参数 化 的 。 于 是 我 们 知道 正规 测 地 
线 是 弧 长 参数 化 的 测 地 线 ， | 

关于 “长 度 ” 及 “ 弧 长 参数 化 ”的 上 述 讨论 显然 可 稍 作 变 动 适 用 
于 分 段 C” 曲 线 的 情形 。 曲 线 :10, 1] > M RAER CH, 
这 是 指 : 它 是 连续 的 ,并 且 存 在 有 限 数 列 

0 = a a tts ayy, 1, 

使 得 上 | 是 C” NNR i= 0,-+-,k, 《其实 分 段 CH 
足以 保证 讨论 了 .) 

眼下 我 们 的 县 标 是 刻 划 黎 曼 流 形 中 的 测 刀 线 ， 说 明 它 们 在 局 
部 上 是 长 度 最 小 的 ， 为 达 目 标 ， 我 们 先 引 进 黎 曼 度量 的 指数 映射 
概念 (其 实 有 了 联络 也 可 以 这 么 做 )， 并 对 它 做 一 番 讨 论 ， 和 粗略 说 
来 , 在 reM 点 处 的 指数 映射 exp: M,—>M 定义 如 下 : FEA 
vE Ma, & T, 是 一 条 测 地 线 , 它 从 x 出 发 ,初始 切 向 量 是 vo, W 
7, 上 一 点 使 得 x* 至 > 的 弧 长 恰 为 jz| ,那么 就 由 等 式 exp. 一 
y 来 定义 exp:。 直观 想起 来 ， 在 M, 中 存在 原点 0 的 一 个 邻 域 
ey PWM 是 可 以 定义 的 ,并 且 expxv 是 C” 依赖 于 
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zx 和 v. 所 有 这 些 确实 都 是 对 的 ,但 是 要 用 这 里 关于 exp.» 的 几何 
式 定义 来 证 它们 , 则 是 件 非常 笔 抽 的 事 ， 为 此 ,我们 首先 把 测 地 线 
和 exp. 想 成 从 微分 方程 解 出 来 的 东西 ,而 后 利用 微分 方程 的 理 
论 把 这 里 欲 证 的 事 证 出 ， 确 定 测 地 线 的 方程 是 (1.13)、 它 是 常 微 
分 方程 组 ,利用 常 微分 方程 组 的 基本 定理 (参阅 [KN, I] 的 附录 
1 或 [M1] 中 第 56 页 ) 可 知 : 对 任意 *e M，e > 0, 存在 * 的 
一 个 邻 域 U 和 6 >> 0, 使 得 对 于 任意 的 yE 和 ve M,， 内 
要 |o| < 5, 则 必 有 唯一 的 一 条 测 地 线 Y， 适 合 7,(0) =o, HA 
”， 的 定义 域 包含 [0,8] (N 7,:[0, sg] >M 是 有 定义 的 )， 
HFE E= re) 确定 的 测 地 线 具 有 性 质 : 总 (0) 一 
ev, Es 在 [0, 11 上 有 定义 ,所 以 我 们 用 e8 代替 上 面 的 5， 从 而 
得 到 | 
CE) 任 给 *e M, 存 在 M 中 x 的 邻 域 2 和 一 个 正 数 o> 
0, 使 得 对 任意 yE 2U ，v"e M， 只 要 |o| <w, W 
有 唯一 一 条 测 地 线 7, We: 7,00) =o, Y, 的 
定义 域 包含 [0, 17, 
沿用 ( 间 ) 中 记号 , 设 
B(w) = {X €M,:|X| <o}, 
那么 用 expyv = 7,01) 定义 的 exp.:B.(w) 一 MM 就 是 前 面 以 几 
何方 式 定义 的 exp:， 此 时 由 ( 提 ) 保 证 exps:B.(w) >M 是 合理 
的 ， Su sem ie TM 中 的 开 集 , 它 定义 为 
= {(y, v):y€E K, |v| < o}, 
ADA +) Fe: 上 exp(y, v) = exp,y MEES exp:U ->M EÈ 
可 以 的 。 再 由 常 微 分 方程 组 的 解 对 参数 C” 依赖 的 定理 可 知 ,exp 
是 C” 了 映射 ,特别 exp::B:(w) 一 M 是 C” 的 , 如果 SCM, 
exp, 的 最 大 定义 域 ， 同 样 的 推理 也 能 保证 op. BoM 是 
C”, 一般 说 来 @ REM. 的 一 个 真子 集 ， 下 面 的 例子 就 表明 
此 事 ， 另 一 方面 在 本 节 末 我 们 将 看 到 exp, TEE M, 上 相当 


e 50D a 


于 要 求 M 是 完备 的 数 曼 流 形 ， 

例 设 M 是 R 中 的 单位 图 盘 {xY 十 六 二 1},R: 的 平坦 度量 
诱导 M 上 黎 曼 度量 。 SDEMERAOLWAS M。 中 的 单位 
AS ,那么 从 Mo 到 M 的 exzpo。 的 最 大 定义 区 域 就 是 Z. 这 是 
因为 , 当 将 Mo 与 R 按 通常 办 法 等 同 之 后 ,可 见 对 任意 ve Mo， 
YG) = w, Heh 7,(1)€E M BS lof <1, 

注 记 。 就 我 们 所 知 ,“ 掀 数 ” 一 词 最 早出 现在 [A 1] 中 .这 种 
命名 法 的 道理 在 于 : 如 果 M 是 行列 式 为 十 ! Hr X a WE ee 
构成 的 流 形 , 令 M, 是 M 在 单位 阵 工 处 的 切 空 间 , 众 所 周知 Mi 恰 
是 所 有 有 反 称 矩阵 生成 的 向 量 空间 。 如 果 在 M 上 给 定 由 Mı 的 
Killing 型 导出 的 双 不 变 度 量 ,那么 前 面 定 义 的 ep M: >M X 
际 上 由 下 式 给 出 


exp1/A = «4 = > Aa", VAEMy. 
: m= 0 m) 


CO REFRMEh— ELRABI, RIRA 
到 一 本 这 方面 的 文献 ,能 够 扼要 地 说 明 这 个 事实 ,) 

把 测 地 线 的 具体 例子 和 指数 映射 留 到 $ 4 讨论 ,现在 我 们 着 手 
一 般 的 理论 。 首先 注意 到 ， 在 OEM: 的 一 个 充分 小 的 邻 域 内 ， 
exp, 是 一 个 微分 同 胚 。 为 说 明 此 事 ， 先 想 一 想 M: 是 一 个 有 限 
维 向 量 空间 , 故 M。 的 所 有 切 空 间 和 自然 地 等 同 于 MKS. 于 
是 我 位 有 (d exp )o: M :一 M:。 我 们 断言 ，(d exp )。 实 际 上 是 恒 
局 映射 。 看 清 此 事 有 一 个 最 不 含混 的 办 法 是 这 样 的 回想 一 下 当 
EM >N 是 一 个 C* RAH, f(x) 一 y 时 ,计算 df:M: 一 入 ,的 
一 个 办 法 是 利用 曲线 , 即 对 任 给 we Ms, 取 一 条 曲线 7 使 得 7(0) 
=v,& E= f(7), W] df(v) 一 E 0)。 在 我 们 关心 的 情形 ， 

a | exp,:B,(o)->M, exp,(0) = x, 
故 对 给 定 we (M:)o =Ma K YO 一 1v, RA 7(0) =v, 按 
exp. 的 定义 ,exp:(7) 是 ( 非 ) 中 的 7,, 所 以 


* 5] o 


(dexp,)o(v) = 7,(0) =v, 
这 正如 断言 所 叙 ， 这 样 一 来 ，(d ezp >)o 是 非 奇 异 的 ， 故 对 充分 
小 的 6， 它 将 B8) RAMI. 下 列 引 理 是 这 个 事 
实 的 大 范围 叙述 ， 
引 理 1 对 给 定 的 一 个 紧 致 集合 KCM, PE 6 > 0， 使 得 
对 任意 的 xE Kyexp, 是 B,.(s) 到 M 内 的 微分 同 胚 。 
证 明 用 通 芝 标准 的 紧 致 性 论证 法 ， 只 须 证 明 : 对 任意 
xEM ,存在 8 之 0 和 * 的 一 个 邻 域 8, 使 得 对 任意 yEg,exp，, 是 
Be) PMAR RE. HR + WMATA, Sa 
WA TM 的 零 截面 ( 即 {(x , 0) Ec TM:2'€ M}) ERR N, 使 
得 对 任意 x EM, NOMe 属于 apy 的 定义 域 。 由 
E(y, v) = (y,expyv) oo 
定义 一 个 映射 EN 一 M XM, 由 于 ( 非 ) 后 的 讨论 , EE C” 的 ， 
现在 来 考察 dE, 为 此 选取 以 * 为 中 心 的 坐标 函数 ( 即 x'(*) = 
0, Vi) ， 对 应 的 坐标 邻 域 是 K, RIE (K) 中 建立 坐标 也 
数 如 下 ,其 中 «TM >M 是 自然 投射 WHER (yo) Ex (WM), 
今 
u(y,v) =dx'(v), Vi, 
就 得 到 2 (A) RARR u,e, u", 由 TM 的 C” 结 构 
的 定义 ,可 知 {x,t teot", ales 是 (OL) 中 坐标 水 数 . 
从 EE 的 定义 及 引 理 1 之 前 的 讨论 可 知 : 


dE (x, 0))=(2 @), 2), 
dE (a (x, 由 -人 Vi. 


特别 地 ，dE:Ncw >M: X M: SAS. 利用 反 函 数 定理 ,存在 
TM 中 点 (x, OPRY , 它 在 互 下 微分 同 胚 地 上 映 人 M X M 中 
点 (x, *) 的 一 个 邻 域 ， 于 是 存在 丽 个 正 数 < 与 a ,使 得 集合 
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{(y, ve) ETM: [x | Se, [wl e] 
是 OH 中 紧 致 子 集 。 由 于 范 数 函数 2> jo] 是 连续 函数 , 故 可 
HY e 充分 小 ,使 得 
{(y, #9 €TM: |x| Se, lvl <eh ce, 
取 这 样 的 6 和 0 = {y |O] <c}, 即 合 引 理 1 的 要 求 , 
现在 我 们 讨论 歼 受 流 形 上 测 地 线 的 局 部 长 度 最 小 性 质 ， 在 下 
HM i t a ERS se, 因而 可 
将 exp, 窟 成 exp 而 不 致 引起 混淆 . 
地 6 足够 小 使 得 exp 在 B(S) = 
[XEM |X| <6} LEGO, 
$ B= expB(8)， 对 于 每 个 wk 
8(6), 由 ca) = tv 确定 的 曲线 c: 
10, 1] 一 8(6) 称 为 B(5) 中 径 向 
线段 ， 它 们 在 exp 下 的 像 称 为 Ba 
中 径 向 测 地 线 ( 段 )， 由 此 我 们 将 叙 图 3,1 
述 下 面 的 定理 ， 
: 定理 2 Keo 是 流 形 中 连接 x 有 至 y 的 一 个 分 段 C” 曲线 ,其 中 
VOB, MRC 是 Bi HER + By 的 唯一 的 那 条 测 地 线 ( 径 向 测 
地 线 ), 如 图 3.1 所 示 、 则 LO) SLE, 并 且 等 号 成 立 当 且 仅 当 
c 是 ?的 单调 再 参数 化 . / 
当 M- R 时 ， 定 理 2 就 是 这 样 的 断言 : RAB 
路 是 一 条 直线 。 人 们 最 初 定 会 感到 ， 这 个 断言 是 多 人 么 平凡 和 布 定理 
2 却 有 点 不 那么 简单 .可 是 从 下 面 的 论证 你 就 会 明白 ， 求 助 高 斯 
引 理 (下 面前 引 理 5), 这 个 平凡 ”的 断言 本 质 上 等 价 于 定理 2. 首 
先 我 们 考察 如 何 证 这 个 平凡 "的 断言 的 ， 从 证 明 的 过 程 中 挑 出 关 
键 ,而 后 推广 这 些 关键 处 ,以 得 到 定理 2 的 证 明 . 
.现在 我 们 就 来 证 明 对 一 R 时 的 定理 2。 在 R 中 取 定 x 
一 0。 设 | | 
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o:[0,1] — R’, o(0)=0, (1) =y, 
无 妨 假定 是 C 的 ,不 然 的 话 ,可 以 将 论证 限制 在 每 一 个 C” 小 
段 上 去 ,证 明 分 下 列 三 步 : 
第 一 步 。 在 R" 一 {0} 上 有 一 个 自然 的 径 向 向 量 场 A., € 
定义 为 / 


型 


Bz) 一 > Wze Re — {0}, 


Iz] 


(要 记 住 R 的 切 空间 与 R ARSE KaR CR). ) 


利用 这 个 R 来 描写 6 St, dO) 有 唯一 分 解 
lA = NRA) EONMR A 
其 中 TUO) 切 于 R 中 过 oD) 的 球面 
San = {z E€ R": |z| = |e). 
T(z) 称 为 oD) 的 球面 分 量 。 定 理 2 中 的 上 此 时 是 
C:([0, 1] > Rit ry, 


于 是 
t= jy) e MCC)), Yelo, 1], 
Req Va — a He | 
R. : y 
E:[0,1]—> R e (1dr) 
易 见 


ECs) = AORE), 
此 外 我 们 断言 (1) =y, B 

KOLE = |y|. 

0 
这 是 由 于 


(a), 2 & (oO) = Ce Blo), È R (a())) 
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= ilo) ER), ROY 
2 dt 


l d 
2 kii dt 


所 以 
O) = (KD, BL) = A (ol), B(oO)) 


=~ 4 (61), 
3, ble). 
为 简单 计 ,我 们 有 时 将 | Ddr 中 的 dr 省 去 ， 这 时 便 有 
[i= led] = jy. 
poř. 
Llo) = È 1 = | VIR, RI FR, T) + ITP 
-| Ver ITP, 


Ley = fel = E ro = fg = it. 


(VFF ITP > >f f= bl 
由 第 二 步 立 即 得 
L(g) 2 L(Y), 
这 便 证 明了 定理 的 第 一 部 分 ， 若 Lo) = L(t), 则 由 第 三 步 可 知 
A 
这 表明 : TO) 一 0, 2) >0, 从 而 of) EG) HH EW) 是 
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C7) 的 单调 再 参数 化 。 这 便 完 成 了 证 明 ， 

为 了 对 一 般 的 M 证 明定 理 2. 我 们 须 仔 细 分 析 上 面 的 证 明 ,看 
看 能 否 推广 到 对 的 情形 。 上 面 证 明 中 的 第 三 步 无 疑 可 以 推广 ， 甚 
公 不 必 做 半点 修改 ,至 于 第 一 步 , 须 在 * 点 附近 建立 一 个 欧 氏 空间 
结构 ,并 以 zx 为 原点 ,以 保证 R 的 存在 和 和 计算， 另外 还 要 求 在 这 
个 欧 氏 空间 中 

c:[0, 11> R" :7 | 一 > ły 
恰 是 定理 2 中 所 指出 的 径 向 测 地 线 。 最 后 关于 第 二 步 ， 有 两 件 事 
得 到 保证 则 结论 就 成 立 了 . —FE (A, A) 一 1, 第 二 件 是 R 
55, EE. 在 此 我 们 要 强调 一 点 : 出 现在 第 一 步 中 的 内 积 ( > 
是 Ee 的 平坦 度量 , 而 出 现在 第 二 步 中 的 4 ，》 WER BM AY 
黎 曼 度量 。 经 过 上 面 的 分 析 ,显然 就 有 下 列 的 引 理 . 

引 理 3 ik 8(5) 是 R” 中 的 开 集 ,在 BO) 中 给 定 一 个 黎 
SREP: CA, A) 一 1, 并 且 相 对 于 G， 统 垂直 于 每 一 个 
RE SRP A, SE R 中 定义 (请 参见 前 面 第 一 步 中 所 说 
HY). 那么 类 过 6 是 BCS) 中 连接 原 扣 0 至 7 的 一 条 分 段 C7 i 
线 ,，E:[0, 1] > B(5) 是 由 EG) = zy 定义 的 曲线 ， mut 

Lel) 之 L.(f), | 
此 外 等 号 成 立 当 且 仅 当 E E 的 单调 再 参数 化 . 

现在 我 们 来 说 说 如 何 证 明定 理 2。 由 于 

exp: B(8) — B; 
FE SRS IAL, AIS ARETE HB 2, RAE BCS) 讨论 就 够 了 ， BO) 
的 黎 受 度量 应 取 为 (exp :)*g， 其 中 8 是 B HHRSEB(RIM 
的 黎 受 度量 在 Bs 中 的 限制 )， 令 G= (exp )*g， 只 要 验证 这 里 
的 G 满足 引 理 3 的 要 求 ,那么 引 理 3 的 结论 便 成 立 , 定 理 2 也 就 证 
出 了 。 引 理 3 中 要 求 G 具 有 性 质 : 

GUA, R) =1, GH, S,) 一 0， 

这 恰 是 下 面 的 引 理 4 和 引 理 5。 
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M: 一 {0} 中 定义 向 量 场 RW 如 下 : 对 vem, — {0}, 
Alv) 一 Pi” 
Hejo] E "在 内 积 空间 M. HHA, 
引 理 4 |dexp(@)| = 1, 
证 明 it ve M, — 0}, Sv AMP EMMA, 使 得 
7(0) =a | 
那么 由 exp 的 定义 可 知 , expv = 7(|e|), Mig 
d exp(#(v)) = 7(|v]), 
引 理 4 得 证 . / 
引 理 5( 高 斯 引 理 ) 对 每 一 :二 8, 令 5, 是 By 中 半径 为 : 
AU MBSR CRY S 是 M: 中 半径 为 1 的 球面 的 exp 像 ), 则 径 向 镜 
地 线 正 交 于 每 一 个 S (图 3.2)， 换 句 话说 ,对 任意 eI 
的 切 向 量 (并 d exp(@)) 垂直 于 S 的 切 空间 . 
证 明 ”考察 微分 同 胚 7 
F:S*" X (0,38) > B; — {x}, | 
其 中 Se" 是 M. 中 的 单位 球面 ，F(p,1) = exp(1p)， 易 见 对 每 
一 固定 的 :,F Se xX {+} FD FE RA S, K ua . 
yo} 为 Sr 的 局 部 治标 
系 ,? 是 (0， D 的 自然 参 
数 , 令 


e-a (8) 

Y; = dF (2) 
i=l, cenel 
那么 本 引 理 就 相当 于 断 
A 。 _ 


ll 


<Y;,R>=0, Vi, 
考察 图 3.2 ,由 于 
RCY;, R) = (DrY;,R)+¢Y;, DeR) 
= (DrY;, R} = (Dy,R, RY 


— — YR, R) = 0 


(上 面 第 二 TEREA PEER MER DAM, 第 三 个 等 号 是 


ag i bei TN TD 及 


[R ymar (|2, ay) 7 

最 后 一 个 等 号 是 因为 《R, R)= 1), 所 以 《Y;,R》 沿 着 任意 一 条 
径 向 测 邮 线 为 常数 k。 可 是 当 z 一 x bt, Y) 一 0， 从 而 
k= lim( Y;, R)(z) = 0, 
证 毕 . | 
， ”由 前 面 的 讨论 可 知 ,证 出 引 理 4 和 引 理 5 之 后 ,定理 2 也 就 证 
上 明了. 定理 2 引出 下 列 三 个 自然 的 问题 : 
RA 如 果 具 有 弧 长 参数 的 曲线 整体 上 看 是 长 度 最 小 的 
(Bl 7:[0,c] >M,|7| 一 1 并 且 对 任意 一 条 连接 >(0) 至 7(1) 
的 曲线 ,总 有 LC) <L) Ar KEWER? 

问题 B 一 条 测 邮 线 7:[0, 1] -> M 必定 是 一 条 连接 7(0) 
至 7(1) 的 最 小 长 度 的 曲线 四 ? © | 

问题 C 给 定 z，y€ M， 是 否 存在 一 条 连接 * By 的 曲线 ， 
它 具 有 最 小 长 度 。 | : 

问题 A 的 回答 是 肯定 的 ， 可 从 定理 2 看 出 ， 这 样 的 y 必 是 正 
规 测 地 线 。 实 际 上 可 以 这 样 具体 来 看 ， 令 x 一 7(0), B, 如 定理 
2 FRR, n = min{2:7(z)€90B8;}, 这 里 OB, © B, WAR, B 
E Thon 不 是 测 地 线 , 则 令 7, RER E y= Y(a) 的 径 向 测 
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地 线 , 于 是 | 
: L(7) < L(t | 
Mis BY 的 六 BE re. 所 得 的 曲线 严格 短 于 T, 这 就 得 
到 了 矛盾， 以 这 种 方式 ， 我 们 核实 7 的 每 一 子 线段 皆 是 测 地 线 。 由 
于 “是 测 地 线 "一 事 是 局 部 条 件 ( 见 (1.13)), 故我 们 得 到 结论 ， 

问题 B 的 回答 是 否定 的 . 设 M 是 R 中 单位 球面 ,由 初等 几何 
WA: M 上 正规 测 邮 线 恰 是 具 弧 长 p 
ZRA ROM (RME 
面 本 身 与 过 球 心 的 平面 之 交 线 ), 事 fo 
实 上 还 有 无 须 计 算 的 证 明 , 将 在 $4 
中 给 出 .不 管 怎 样 ,我 们 令 2 是 北极 
(0, 0, 1)6 M， 选 定 一 条 过 请 的 大 
Al C (自然 也 过 南极 (0, 0, 一 1)， 
取 一 点 4 上 EC， 使 得 q= (0, 0, | 
一 1) (图 3.3), 那么 p,qg 分 C 为 两 图 3.3 
段 ， 令 Y 是 长 的 一 段 , 是 短 的 那 
段 ,这 时 7 与 5 SR ER ep Be 的 测 地 线 , 而 Liv) > LE. 

一 条 测 节 线 7:[9,11 >M 称 为 是 最 短 测 地 线 ， 如 果 在 所 有 
连接 7(0) 至 7Y(1) 的 曲线 中 它 的 长 度 最 小 。〈 类 似 的 ， 可 定义 
最 短 曲 线 概念 .) 上 面 的 例子 表明 测 邮 线 不 一 定 是 最 短 的 ， FI 
翌 的 例子 多 得 很 ,下 面 再 给 一 个 例子 ， 
”习题 1. EER KBE 

| N = {(x, 9, z): 十 52 一 1， 一 00<y<oo 

上 , 令 2 一 (0, 0,2), 试 证 对 任意 4 = (r, yz)EN，z 关 一 1, 存在 一 条 连 
E ?至 4 pws CREB. 

最 后 ,问题 C 的 回答 也 是 否定 的 。 由 问题 A 的 讨论 可 知 ,如 时 
一 条 连接 * BY 的 曲线 在 所 有 同类 型 的 曲线 中 具有 最 小 长 度 ， 则 
它 必 古 最 短 曲 线 ， 当 选取 弧 长 参数 后 ， 由 间 题 A 知 它 是 最 短 测 屿 
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线 ， 而 我 们 又 知道 连接 * By 的 最 短 测 地 线 可 能 是 没有 上 约 ， 例 如 
在 我 们 讨论 问题 时 给 出 的 例子 中 , 当 将 弧 5 上 去 掉 一 点 9 ,那么 
在 这 个 刺 破 的 球面 上 就 没有 最 短 测 地 线 连 接 了 至 4 了， 
-网 题 B 与 C 的 否定 答案 是 特别 有 教 益 的 。 在 问题 B 的 情形 ， 
SRNR 这 样 现 象 为 什么 会 发 生 ? 在 什么 情况 下 保证 它 不 
发 生 ? 粗略 的 回答 分 别 是 : “ 沿 著 7 有 过 量 的 曲率 ",“ 了 确保 在 7 上 
没有 vO) 的 割 点 "、 在 以 后 的 章节 中 我 们 将 详细 处 理 这 些 问题 . 
至 于 问题 C, 得 底 的 解释 是 容易 多 了 . BARA RE TIE “RE 
性 ,这 个 完备 性 是 本 节 最 后 的 话题 ， “. 

前 面 我 们 从 黎 曙 度量 引出 长度" 概念 ， 并 用 REE MARN 
Te wae Ae. 现在 我 们 借助 “长 度 ” 引出 流 形 上 的 距离 结构 ， 接着 自 
然则 用 距离 结构 讨论 测 邮 线 ， | | 
我 们 在 黎 曼 流 形 M 上 引进 距离 空间 结构 (通常 也 叫 度量 空间 
结构 ) 如 下 : 

用 等 式 dlx, y) 一 inf L) IXEN d:M X M—> [0,00), 
其 中 s, YEM, inf 是 取 在 所 有 连接 * 至 y 的 分 段 C” 曲 线 集 
上 .我 们 断言 : d 是 M 上 的 距离 〈 依 点 集 拓扑 的 意义 )。 也 就 是 
说 ,我们 必须 证 明 : 对 任意 r, y， 

(1) d(x, y) 20, 并 且 等 号 成 立 当 且 仅 当 | £z = y; 

(2) d(x, y) = d(y,x); _ ae 

(3) d(x. y)<d(x, z) + d(z, y), Yz€ M. 

AE y) 一 0 隐 含 ey” 之 外 ,其 余 上 述 各 论断 管 是 
显 向 易 见 的。 因此 只 玉 证 明 :; 如 果 xs, d(x,y) > 9, 采用 
BU eH 2 的 记号 ,如 果 ve B,, PACH 2H d(x, y) 就 是 
ER r SINGH MMR KE, CHEATS. mH yeB,, H 
AFADSRACIER d(x, y > s> 0, 尽管 已 经 这 样 证 了 ， 可 
我 们 不 打算 给 读者 一 个 印象 ,证 明 如 此 初等 的 事 真 的 要 用 定理 2. 
RORA, 因此 现 给 出 另外 的 证 明 (参阅 [ST] 中 第 43 至 44 
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页 ), 这 个 证 明 只 用 到 黎 曼 度量 的 定义 . Res y, BAe 为 中 心 
的 坐标 系 如 ,xz 一 0, Vi)， 我 们 可 以 假定 
| YEU = {(X 2) È PJ 

其 中 8 是 一 个 小 的 正 数 ， 我 们 也 可 假定 WM ERKI. 在 U 中 
RR > 


oi A 7 $a) 
那么 对 OC 中 任 一 曲线 7:[0， 11> K 有 
L(7) = : i> 之 | gil YGD TAY Gdr, 
其 中 


ay 
di ° 


从 下 面 的 习题 2 可 知 : 存在 o> 0 全 得 对 任意 了 及 于 
E > CON LOMO. > p> (7'(2))?, 
irr l 


7 一 == x oY, y= Vi. 


所 以  - 
L(7)>s ( J) (Pdi = seLa(7)， 


其 中 Lr) 是 7 关于 Z 中 由 坐标 函数 {r'e o> St aye 
SEER TAKE. 特别 如 果 7 TERE RE x x BOW a 那么 
L(r) > 86. 
在 这 里 我 们 已 经 用 了 3 引 理 3 的 最 简单 情形 ， G 恰 是 平坦 度量 的 情 
形 , 由 前 面 的 假定 YU Ay Al: TRER 至 ? HAY Bes 000 
HX TE 
. d(x, y) > eò > 0. 

BALENIE ,我们 证 明了 : d 是 M LAE. 

JA. KBR 的 于 集 ，{z4Cx)} 是 K 上 天 个 连续 函数 (1 < i 
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和 *), 使 得 对 任 赛 EK GB [gy(x)] 是 对 称 的 ， 

C) 如 果 Ue), AC) DR [el] 的 最 小 , 最 大 特征 值 ， REAS 
AWK LERES. 

(2) REKER K FAME EK, ee) 是 正定 的 , 斌 证 : if 
在 正常 数 e 与 8, 对 于 任意 rek 和 EE oye re K 

A < 之 g(x viv! S glote, 

由 于 4 是 一 个 距离 ， 故我 们 有 距离 空间 (M, 4)。 我 们 必须 验 
证 (M,d) 的 拓扑 与 M 上 原先 流 形 的 拓扑 是 相同 的 . 写 在 习题 2 
前 而 的 讨论 其 实 吉明 ,每 一 个 原先 拓扑 的 开 集 也 是 (M, d) 拓扑 的 
开 集 。 类 似 邮 ,利用 习题 2 ROMA PABA ATER At 
对 , 即 (M, 4) 中 的 开 集 也 是 原先 拓扑 的 开 集 . 

一 个 黎 曼 流 形 M 称 为 是 完备 的 ， 如 果 (M,d) 是 一 个 完备 的 
距离 空间 ， 人 们 关于 分 析 中 的 距离 空间 的 经 验 使 我 们 期 鹿 : 完备 
的 黎 曼 流 形 在 微分 几何 中 将 起 决定 性 的 作用 。 事实 确 是 如 此 ， 关 
于 不 完备 的 黎 受 流 形 很 少 有 好 的 定理 (以 后 在 $ 9 中 讨论 的 Morse 
指数 定理 是 想到 的 少数 几 个 定理 之 一 )。 在 进一步 讨论 之 前 ,必须 
证 一 个 关于 完备 黎 曼 流 形 的 基本 结果 ,这 就 是 Hopf-Rinow 定理 
(1931). 下面 写 的 证 明基 本 上 是 de Rham 的 (参阅 [R11). 

定理 6 (Hopf-Rinow) 在 一 个 黎 受 流 形 中 ,下 列 诸 条 件 龙 等 
价 的 : | 

(1) M 是 完备 的 ; 

(2) 对 任意 ze M,exps 定义 在 整个 M。 上; 

(3) 存在 r6 M, Eep: 定义 在 整个 M, 上; 

(4) MM 中 每 个 有 界 闭 子 集 是 紧 致 的 . 

我 们 将 证 明 C1) => (2) (3) = GC). REG) > GA, 
上 述 每 一 个 蕴含 关系 或 是 平凡 的 或 是 直接 的 。 在 证 明 (3) > (4) 
的 过 程 中 ,我 们 将 集中 精力 证 明 "(3) 之 推论 7 。 

推论 7 在 一 个 完备 的 黎 曼 流 形 中 ， 任 意 两 点 外 可 用 -一 条 了 
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短 测 地 线 连 接 。 

从 推论 7 很 容易 得 到 : 

推论 8 在 一 个 完备 的 黎 受 流 形 M 中 ， exp, M> M EW 
Hy, Yre M, 

在 证 朋 和 定理 6 之 前 ， 首先 让 我 们 确保 和 已 对 定理 的 陈述 有 一 
个 较 好 的 理解 。 黎 曼 流 形 的 完备 性 是 距离 拓扑 的 一 个 性 质 。 因 为 

d WE MA RMR AM 的 完备 性 先 验 地 与 黎 曼 度 量 无 关 、 
另 一 方面 条 件 (3) 是 说 : 每 条 测 地 线 7:[a,b] 一 M 都 可 延 但 到 定 
义 在 整个 R 上 的 测 地 线 。 先 验 地 说 来 ,这 是 关于 Levi-Civita 联 
络 的 一 个 人 性质， 似乎 一 点 也 不 涉及 距离 拓扑 。 Hopf-Rinow 定理 
的 要 点 自然 在 于 宣称 : ”上 面 两 个 似乎 无 关 的 说 法 其 实 是 一 样 的 . 
下 面 给 出 两 个 例子 以 透彻 了 解 定理 6 中 的 某 些 陈述 。(1) > (4) 
六 一 车 实说 有 明 : 完备 的 黎 受 流 形 比 完备 的 距离 空间 特殊 得 多 。 取 
一 人 人 

= {qi = 1, 2,...}, 
os CULM ES aS XF—~[0, 0) 使 得 
d(a;, aj) = Oi; , 

这 就 合 SY 成 为 一 个 完备 的 距离 空间 ,但 是 它 不 满足 (4), 因为 整 
个 SY BARN AIR. BRE, ODS OR: SEN 
RS MEAN EAHA Heine Bors! 定理 成 立 的 完备 上 距离 空 
间 。 第 二 个 例子 想 说 明 满 足 推论 7 所 述 性 质 的 黎 曼 流 形 不 一 定 是 
完备 的 ,这 例子 取 好 是 心中 单位 开 贺 盘 ， R RITER, ERE 
不 是 完备 的 但 满足 推论 7. 

定理 6 的 证 明 及 讨论 该 定理 的 详细 证 明 到 处 可 见 ， 例 如 
[M1] 中 第 62 至 64 页 ，[S8, I] 中 第 9-55 至 9-58 页 。 欲 证 (1) 

=> (2), 只 须 证 明 每 条 正规 测 地 线 Yiia, 5] > M 能 从 两 端 无 限 
延伸 。 如 果 最 大 的 延伸 是 (at, b), REIA b 过 oo ,那么 M ANSE 
备 性 确保 存在 一 个 点 x€ M, ER ZO YO) >r SKE W 
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一 个 紧 致 邻 域 ,由 引 理 1 便 找 到 6 >> 0， 此 时 如 果 . 


d(Y (to); x) < = 6, 


那么 便 可 定义 测 地 线 rie, e]— M, 使 得 
ECO) == Y(t), ECO) = 7(10). 
这 个 就 延性 了 Y 并 越过 x， 从 而 导出 矛盾 。 
(2) > 3)5(4) > OZEL, RAS HT. 

主要 的 困难 在 于 证 (3) 过 > (4)。 因 为 我 们 已 经 有 一 个 C hh 
JJ sapri > Et r> 0, 可 令 BL = expsB(Cr), 其 中 B(r) 
是 M, 中 以 ”为 半径 的 闭 球 ,由 于 BCO) 是 紧 致 的 ,所 以 B, tE 
素 致 的 。 直 观 想 来 ， 当 rcoe 时 ，B, 可 盖 住 M 中 任何 一 点 ， 记 
以 如 果 天 是 有 界 的 ， 那 么 有 足够 大 的 ”使 得 KCB, BAKE 
闭 的 ,可 从 B, 的 紧 致 性 导出 天 是 紧 致 的 ,证 明 不 就 完结 了 吧 ? 这 
个 论证 是 正确 的 吗 ? 由 可 说 对 也 可 说 不 对 ,因为 宣称 KCB, 太 
[RFS FR PUT 7 BTL SAL BS PS CE PS AD IF S, 它 证 一 个 
完备 空间 ,并 有 一 串 紧 致 子 集 | 

B, = {a5 ° "5 LAF 


w M, 
Ba Cnt M= P = UB. 


T K 一 9 ， 它 是 一 个 有 界 闭 集 ， 但 是 对 所 有 的 ns KCB. 不 
能 成 立 。 于 是 要 能 贯彻 前 面 的 论证 ,需要 仔细 证 有 明 KCB, —+ 
办 法 是 假定 我 们 有 : 

(5) MM 中 每 一 个 点 都 可 以 用 一 条 景 短 测 地 线 与 z EER. 

如 果 有 (5), 那 就 很 好 了 : 对 给 定 的 有 界 集 K, 一 定 存 在 4, 使 
得 

d(x, <A, VE K, 

此 时 (5 就 保证 Kc B, 所 以 问题 归结 为 证 明 (3) = GMA 
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证 出 (3) > (5)， 我 们 也 就 从 (3) 证 出 推论 7)。 证明 的 办 法 是 用 
“连续 归纳 法 ” BRM: > 
Br) = {ye Mid(x, y) <r}: 
Slr) = {ye Blr): y 可 用 最 短 测 地 线 与 * 连接}。 
只 要 证 明 
| Blr) =X(r), Vr, 
(5) 就 成 立 了 、 从 定理 2 知 : 对 充分 小 的 ,” 这 件 事 是 对 的 ,所 以 若 
令 | 
FT ={r€[0, ©): Br) = 3(r)}, 
”那么 ST BIESWHAAAA. MPHRRAME 7 RAMA. 
因为 这 时 可 由 [0, co) 的 连 禹 性 导出 FJ 一 [0，co)， 我 们 的 目的 
便 达 到 了 。 四 
F 的 团 性 是 测 地 线 连 续 依 赖 于 初始 切 向 量 这 一 事实 的 直接 
推论 。 … | 
为 证 T 的 开 性 ;我 们 要 ,2 ~~、 
用 定理 2 及 引 理 1 的 下 列 推 P4 Brte’) \, 
论 : Ea 
(*) 给 定 M 中 一 个 
KERO K IF 
fEee> 0, 使 得 
”对 M 中 任意 两 
点 yz RAY 
‘€K,d(y, z)< 
sz， 则 可 用 一 条 ” 
最 短 测 地 线 连 3.4 
wy z, | 
MER re TFT, Me) 中 的 天 为 Br) GER: Are TT, 
B(r)coB, Mit lr) BRR), 此 时 便 有 > OR A) 
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中 提 到 的 性 质 。 我 们 现在 证 明 : ”对 于 任意 8 <e, 有 (r+ 
e )E T 

没 ) y EB(r te) mE ye Br), WAYE BOER 
e). WR ye Sirt+e)—-Blr) OLE 3.4), BAF 
zcEðBlr) 使 得 | | | 

d(x, y) = d(x, z) + d(z,.y) 

(用 4 的 定义 及 OBC) 的 紧 致 性 简单 论证 可 知 x 的 存在 ).x 与 
2 可 以 用 一 条 最 短 测 地 线 7， BHR. AX 

d(z, y) = d(x, y) ~ Alr, z) S (r +e) —r me <e, 
所 以 z 与 》 也 可 用 一 条 最 短 测 地 线 7, 连接 (用 (*)), 将 7, 接 
E 7, 就 得 到 一 条 曲线 , 它 是 连接 x Sy 的 最 短 曲 线 ， 故 必 是 最 短 
测 地 线 , 从 而 ye 3Cr te). WE. 

习题 3， 试 证 完备 黎 曼 访 形 上 任意 有 界 向 量 场 一 定 是 完备 的 。 具体 说 
Ke WRX 是 一 个 向 量 场 ,并 存在 一 个 常数 “， 使 得 |X Se 那么 X 的 每 条 
极 大 积分 曲线 必 是 定义 在 整个 R E. Mit], 有 界 性 假设 真是 必要 蚂 ? Att 
A? 

完备 黎 受 流 形 的 最 重要 例子 有 : 

(1) 具有 平坦 度量 的 RA, 

(2) Re 中 子 流 形 M, CHE R 的 闭 子 集 (用 定理 6 的 (4) 
来 证 它 的 完备 性 ); | 

(3) 紧 致 黎 曼 流 形 (用 定理 6 的 (4) 证 完备 性 ); 

(4) FERLAK. REX, —S RR MEM EREHE. 
仅 当 对 任意 r, y&€ M, 存 在 一 个 等 距 同 构 gp:M 一 M, 使 得 

pP) 一 y。 
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$ 4 等 距 变 换 和 空间 形式 


本 节 参 考 文献 

[GKM], §§ 4.1, 4.2, 

[S8, U], 第 七 章 的 附录 一 。 
”[KN, 1]， 第 五 章 ， 

[H4], §6.7, 


在 讨论 常 曲率 流 形 的 几何 学 之 前 ,我 们 希望 回 到 $ 1 的 注 记 7 
所 提 到 的 一 个 老 的 论题 ， 即 如 何 去 判 定 某 一 些 黎 曼 度 量 有 足够 的 
兴趣 ,并 对 它 开展 有 价值 的 研究 。 首先, 度量 应 当 是 完备 的 . 正如 
在 分 析 中 那样 , 如果 没有 完备 性 的 假设 要 去 证 明定 理 简直 是 太 困 
难 了 。 当 然 最 近 对 形 如 M =M 一 了 的 (连通 ) 黎 曼 流 形 也 产生 
了 某 些 兴趣 , REM’ 是 一 个 紧 致 的 黎 曼 流 形 ，V 是 一 个 紧 致 的 
TRW. .这样 的 M 是 “ 极 不 完备 "的 ， 但 人 们 之 所 以 对 这 样 的 M 还 
有 兴趣 去 证 明 一 些 结果 ,其 理由 是 因为 它 的 完备 化 ( 即 M') 是 一 种 
极 易 为 人 接受 ,理解 的 完备 黎 曼 流 形 , 现 言 之 。 它 且 竖 致 的 .所 以 
甚至 在 这 种 情形 下 ,完备 性 仍然 是 隐 含 地 被 假设 着 ， 从 现在 起 ,我 
们 将 集中 于 完备 黎 曼 流 形 ， 被 广泛 地 研究 的 黎 曼 流 形 可 分 成 两 大 
范畴 . 

aX RE SREY RTE 0, Ricci 曲率 
一 0 等 等 ， 曲 率 张 量 及 其 各 种 各 样 有 关 的 量 ( 见 $ 2) 是 黎 曼 度量 的 
最 重要 的 不 变量 ,注意 ， 它 是 一 个 二 阶 不 变量 ( 见 $ 2 的 注 记 1)。 
顺便 注意 到 ,在 自然 界 的 各 种 事物 对 数 “2” 有 着 特别 的 宠爱 .在 微 
积分 中 ,二 阶 导 数 提供 了 关于 临界 点 的 最 重要 的 信息 ,牛顿 引力 定 
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律 是 平方 反比 规律 ,电荷 的 库仑 定律 也 如 此 ,物理 中 最 重要 的 方程 
(Schrédinger, Laplace, Poisson 等 等 ) 为 二 阶 的 ,等 等 。 人们 能 够 
蒋 ,理解 曲率 张 量力 是 微分 几何 中 两 ,三 个 最 重要 的 问题 之 一 。 几 
何 中 带 有 普遍 性 的 主题 乃 是 讨论 曲率 与 拓扑 之 间 的 关系 。 在 这 条 
线索 下 ,最 简单 的 定理 是 Bonnet-Myers 定理 ( 见 $ 7), 它 说 :Ricci 
曲率 以 一 个 正常 数 为 下 界 的 完备 黎 曼 流 形 是 紧 致 的 。 而 对 于 负 截 
面 曲率 的 度量 ， 主 要 的 问题 是 研究 黎 曼 泪 形 的 基本 群 与 及 何 结构 
之 则 的 相互 作用 , 见 $5 中 的 Cartan-Hadamard 定理 及 其 推论 .对 
GDA age eo AA SLR, 甚至 到 
现在 为 止 我们 还 不 知道 在 S XS 为 民 中 2 维 单位 球面 ) 上 
能 否 配 备 一 个 正 截面 曲率 的 黎 曼 度量 。 对 于 “截面 曲率 的 正 性 
能 对 流 形 带 来 礼 样 的 拓扑 含义 ”这 样 一 个 广泛 的 问题 仍然 保持 空 
A. EME El, X Ricci 曲率 已 作出 了 某 些 坚实 的 进展 ,其 
中 某 些 定理 在 后 面 将 会 提 到 。 在 $ 2 未 ,我 们 已 给 出 了 与 数量 曲率 
有 紧密 关系 的 一 些 最 重要 问题 的 参考 文献 

MPR BNE, ANCHE SERN OME 
度量 的 完备 性 ,然后 再 去 导出 这 个 流 形 的 拓扑 性 质 。 一 方面 ,在 任 
何 微分 流 形 上 能 配备 一 个 完备 的 黎 曼 度量 ,使 得 其 曲率 (不 一 定 保 
皖 定 号 ) 能 像 人 们 所 希望 的 那么 小 。 这 是 因为 对 于 紧 致 流 形 M ,如 
天 是 给 定 黎 曼 度 量 & 的 截面 曲率 ， "风潮 任意 一人 正常 下 ， A,Ag 的 
AX USK Ky WE ote wt ee : 


K,=—K, 4.1 
4 一 了 | GA) 


而 对 非 紧 致 流 形 M ,已 经 证 明 ( 见 [G3]), 如 z# 是 MX 上 的 一 个 正 的 连 
续 函 数 ， 则 在 M 上 存在 一 个 完备 的 察 受 度 量 , 其 截面 曲率 玉 能 满足 
; IK| <8, : 
即 对 所 有 xe M 及 M: 中 所 有 2- 平面 x, 有 |K(x)| < 8l), 4E 
另 一 方面 ,任何 非 紧 致 流 形 M 能 赋 以 这 样 的 一 个 黎 曼 度量 ,使 得 其 
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曲率 张 量 玉 满 足 o 
| <K<B 或 一 一 天王 一天， E 
这 里 a, b 是 任意 的 互 不 相等 的 到 数 ( 见 [G4])。 所 以 从 Cartan- 
”Hadamard 定理 ($5) 的 观点 来 看 ， 这 样 的 负 曲 率 度量 一 般 地 
说 , 必须 是 非 完备 的 。 从 上 述 的 Bonnet-Myers 定理 也 知 这 样 的 正 
曲率 度量 同样 必须 是 非 完备 的 . 

(2) 具有 丰富 的 “对 称 性 ”的 流 形 。 这 里 所 谓 对 称 性 是 指 黎 受 
流 形 到 其 自身 上 的 一 个 等 距 变 换 。 这 种 流 形 的 一 个 例子 是 在 $3 
未 所 定义 的 齐 性 黎 曼 流 形 。 能 够 容易 地 用 李 群 理论 来 构造 出 许多 
FERS RY COL [CE] 第 三 章 )， 可 以 看 到 , 当 黎 曼 流 形 上 存在 
着 许多 对 称 性 时 ,计算 往往 显得 很 容易 〈 见 $ 2 习题 7 前 面 的 一 自 
讨论 )， 应 当 指出 ; “大 多 数 ” 的 黎 曼 流 形 除 了 恒 同 变换 外 ,不 具有 
任何 对 称 性 ,但 是 一 些 常见 的 黎 曼 流 形 ( 如 球面 、 柱 面 等 等 ) 往 往 有 
许多 对 称 性 ,而 这 些 例子 很 重要 ,它们 是 构造 一 般 理 论 的 基础 ， 直 
到 前 不 入， 已 知 的 具有 正 截面 曲率 的 紧 致 流 形 全 都 与 齐 性 空间 微 
SA. 

具有 “最 大 "对称 性 的 齐 性 流 形 是 所 谓 两 点 齐 性 空间 ， 即 对 给 
we AO PS A a HT Piste 及 dis das RA 
| oe d(P: » ps ) = d(a; Gz) > 
就 必 存在 一 个 等 下 变换 p:M 一 M， 使 得 

GP) = 4, 11,2, | k 
MERAH EERE LOM ARES, ETEK 
给 出 (对 于 两 点 齐 性 空间 的 分 类 及 有 关 文献 可 看 [TH 3] 中 第 九 章 
$5), 紧 接 在 两 点 齐 性 空间 后 面 的 是 所 谓 对 称 空间 :， 黎 受 流 形 M 
是 对 称 空间 的 充 要 条 件 是 ;对 每 一 xe M ,存在 着 一 个 等 距 p:M 
-> M, 它 是 关于 点 x 的 测 地 反射 ， 即 对 任何 一 条 过 * 点 的 测 地 线 
r(v(®) =x), WHE Y(z) 的 定义 域 范围 内 的 1, 总 有 

p(7G)) = 7(—t), 
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习题 1， 设 M 是 对 称 空间 ,(1) 证 明 M 是 完备 的 ; (2) 证 明 M 是 齐 性 的 ; 
(3) THAMES 2 的 习题 9 的 意义 下 是 局 部 对 称 的 。 

已 经 知道 , 单 连通 的 局 部 对 称 完备 黎 曼 流 形 必 为 对 称 空间 ,这 
能 利用 Cartan-Ambrose-Hicks 定理 来 证 明 〈 见 [CE] 中 第 71 
页 )， 要 证 明 两 点 齐 性 空间 必 为 对 称 空间 并 不 容易 , 它 用 到 了 李 群 
论 的 深入 的 结果 ( 见 [H3], 同 上 ) .我 们 在 这 里 必须 指出 :虽然 对 称 
空间 (或 齐 性 空间 ) 的 定义 是 用 几何 方式 来 表征 的 ， 但 其 较 深 人 的 
研究 基本 上 是 代数 的 研究 。 这 是 因为 由 等 距 变 换 全 体 所 生成 的 李 
Hell J 一切， 

长 期 以 来 ， 对 “具有 许多 对 称 性 的 黎 曼 流 形 * 的 研究 主要 仅 限 
于 齐 性 流 形 。 但 是 具有 “部 分 齐 性 ”的 流 形 同样 值得 研究 。 这 一 点 
可 以 从 二 维 的 情形 中 得 到 说 明 ; 除了 图 球面 及 平坦 的 RF (它们 
是 R 中 仅 有 的 齐 性 曲面 ) 之 外 , 人们 对 仅仅 在 一 个 方向 上 有 对 称 
性 的 旋转 面 也 同样 感到 兴趣 。 下面 两 篇 文献 将 给 出 对 这 个 颇 有 希 
望 的 领域 进行 研究 的 一 些 因 想 ([HTY],，[H5])， 
”现在 我 们 开始 对 空间 有 形式， 即 常 (截面 ) 曲 率 的 完备 黎 蝎 流 形 
进行 研究 ， 与 其 相关 的 基本 结果 是 ; 

定理 1 对 每 一 c€ R 及 所 有 ne Z+, 存 在 唯一 的 (只 差 一 
个 等 距 的 ) 常 截面 曲率 “ 的 单 连通 维 空间 形式 ， 

为 了 不 干扰 我 们 讨论 的 连续 性 ， 这 定理 的 完整 的 证 明 将 在 下 
节 末 给 出 。 目 前 我 们 只 注重 于 定理 的 存在 性 部 分 ， 同 时 在 此 过 程 
中 导出 许多 具有 独立 兴趣 的 事实 .首先 ， 从 (4.1) 知 道 ， 我 们 只 需 
考虑 (截面 ) 曲 率 c 一 0， 十 1, 一 ! 的 空间 形式 、 对 于 c 一 0， 具 
有 平坦 度量 的 R 就 是 这 样 的 一 个 空间 形式 。 对 于 c 一 十 1, 在 
$ 2 中 曾 提 到 : 单位 球面 SCR 是 一 个 候选 的 对 象 。 而 配备 
着 所 谓 双 曲 度量 , 即 

>> dxiQdx' 


(Fe) (4.2) 
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的 单位 球 B* CC 尺 " 提供 了 所 需要 的 “一 一 ! 的 空间 形式 .我 
们 在 导 和 人 了 某 些 有 用 的 思想 后 将 来 证 了 明 最 质 这 两 个 结 沦 。 

设 M 是 黎 曼 流 形 天 的 子 流 形 ,在 M 上 配备 着 诱导 度量 .如 果 M 
申 的 任 一 条 与 M 相 切 的 测 地 线 全 部 位 于 M 之 中 , 则 称 M 是 M 中 的 
WATAK. TUEZ, M 中 如 定义 记述 的 测 地 线 也 必须 是 M 
中 的 一 条 测 地 线 ， 这 能 用 5 1 的 习题 5 或 用 $ 3 中 的 定理 2 去 直接 
TER. BARA RR", (k< »), 给 出 了 全 测 地 子 流 形 的 

一 个 例子 。 

引 理 2 M 是 M 的 全 测 地 子 流 形 的 充 要 条 件 是 : 对 M 中 任 
何 向 量 场 X 和 Y, Dx¥ 一 DY, XB D, D 分 别 为 M，M 的 
Levi-Civita 联络 . 

首先 设 M 是 M 的 任 一 子 流 形 . 对 MM 中 任意 的 同 量 场 

Y, 定义 

S(X, Y) =DxY — DxY, 
SCX,Y) 是 M 中 的 仅仅 定义 在 M 上 的 向 量 场 。 注意 : 对 MM 上 全 
PAR fs 
«SGX, Y) = SCX, fY) = f8(X, Y). 
于 是 我 们 定义 5;:M.@M, 一 M， 为 
Sy, w) = SV, W), Vo, we Mss 
ZEV, W ZIE v, w EM titan. TRRRE 
S(v, w) = S(w, v), 
即 在 每 个 M, 上 ,定义 了 一 个 对 称 的 双 线 性 型 ， 
” 现 假设 MM 是 办 的 一 个 全 测 地 子 流 形 。 我 们 断言 : 
Ste, v7) =0, Wee M,, 
Hl EMRE. 事实 上 , 设 7Y 是 M 中 使 7(0) =r HN 
地 线 , 则 Dey 一 9， 由 假设 ， r 也 是 M 的 测 地 线 ， 所 以 Diy 一 0， 
TR oe 
o S(v, v) = Dimy — Dant = 0, | 
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所 以 v= 0, 因此 对 M 上 所 有 向 量 场 X,Y,@  . 
DxY = DxY. | 
有 反之， 将 上述 证 明 便 推 过 去 就 可 得 到 充分 伯 的 证 明 。 更 精确 
地 说 ,假设 5 二 0。 给 定 TE Ms VE Mr， 在 证 中 作 一 条 使 7(0) 
= v RIAMH T, 我 们 必须 证 明 7 位 于 对 之 中 ， 设 各 aM GO 
线 , 使 得 5(0) 一 ,于 是 对 所 有 t, 
Dinë = Dinë = 0, o 
所 以 也 是 M 中 的 测 地 线 。 由 测 地 线 关于 初始 条件 的 唯一 和 
Mer, HA TCM, TR. | 
zit, 上 面 所 定义 的 5 被 称 为 是 M 在 到 中 的 第 二 基本 形式 ， 
于 是 引 理 2 可 表示 为 : 子 流 形 为 全 测 地 的 充 要 条 件 是 它 的 第 二 基 
本 形式 恒 为 零 。 对 于 第 二 基本 形式 的 全 面 的 讨论 , 见 下 面 的 $ 13. 
引 理 3 假设 M 是 M 的 一 个 全 测 地 子 流 形 , 设 K. K 分 别 为 
M, M 的 截面 曲率 函数 ， 则 对 每 一 个 2- aa I C M: 及 所 有 
x€M, & 
K(11) = K(D), . 
证 明 这 是 引 理 2 及 K, K 的 定义 的 直接 推论 ， TER, 
在 证 明 下 面 的 引 理 之 前 ,我 们 希望 去 讨论 一 个 特殊 情形 ,但 它 
已 包含 了 在 一 般 情形 下 的 主要 思想 , 设 v:a, b) >M 是 一 条 以 
弧 长 为 参数 的 曲线 ， anne 9:M 一 M, 使 得 y 正 好 
是 9 的 固定 点 集合 eee 
es ply) = y} = 7((a, 6)), i 
于 是 我 们 可 以 断言 : Y 是 一 条 正规 测 地 线 。 为 泡 ， 先 证 明 在 黎 曼 
流 形 之 癌 的 一 个 等 距 必 把 调 地 线 喘 到 疯 地 线 。 这 是 因为 等 距 变 换 
必须 把 一 条 局 部 长 度 极 小 化 的 曲线 变 到 一 条 局 部 长 度 极 小 化 的 曲 
线 ,于 是 应 用 $ 3 的 定理 2, 或 应 用 42 的 习题 5 后 就 可 证 得 。 进而 ， 
国定 he (a, b), HIS HM HAIR O(n) = 4C) 的 测 地 
线 。 现 在 d p(t)) 一 Cla), AAEE pls) 同时 为 M 的 测 地 
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线 , 且 有 相同 的 初始 条 件 
(an) = (EO) ?7(4)), 

由 唯一 性 , C= gpg(5), 所 以 了 位 于 {ye M:p(y) =y) Sh. LR 
设 知 道 后 者 等 于 r(e, 2))， 所 以 在 它们 的 公共 定义 城中 ，。 与 
7 相同 。 因 为 上 述 结论 对 每 一 个 toe la, b) BI, 所 以 7 为 一 
条 正规 测 地 线 。 更 一 般 地 ,有 

引 理 4 一 个 等 距 变 换 的 图 定点 集 是 一 人 全 测 地 子 流 形 (不 
一 定 连通 ).。 

WHR ix p:M > M 是 所 给 出 的 等 距 , 且 设 

M ={y€M:oly) =y}. 
我 们 将 证 明 M 有 一 个 子 流 形 的 结构 . Uk reM, e 
BB(6)= i vé M,: |e] < 8}, 
Hs 
Bs = {yE Mid(x, y) < 5}. 
由 $ 3 的 定理 2 ,我 们 可 以 假设 5 是 如 此 小 ,以 致使 得 
exp,:B(8) > Bs 
是 一 个 微分 同 胚 . F CM, 定义 为 
| = {ve M, :dp(s) =v}, Oe 

ER: 多 是 M。 whim ees, 我 们 断言 : MNB = 
exp (多 用 BC5))。 因 为 ezp:( 人 ARBI BAB MAF RE. F 
EME MEHTA. 一 旦 我 们 知道 了 M 是 一 个 子 流 形 , 则 利用 与 
引 理 4 前面 的 那 段 论证 相同 的 理由 可 证 朋 M 是 全 测 地 的 ， 这 就 证 
明了 引 理 。 为 了 证 明 这 个 断言 ,首先 设 yE M N B Mik ve B(6) 
满足 expsv 一 》， 且 设 7:[0, 1] >M 是 唯一 的 最 短 测 地 线 r 
= exp.(t), Hebe * 到 y CLS 5 定理 2)。 因 为 z, ?ye M， 所 以 
pla) =x 及 p(y) 一 》， 因 为 ?是 一 个 等 距 , 于 是 p0) 也 是 一 
条 连接 Bly 的 最 短 测 地 线 。 由 唯一 性 知道 p(7) 一 >。 特别 
d p(7(0)) =7(0), Bi dols) =v, FH vt F, PHS ye: 
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exp lF (i B(8)). XET MM BsCexp.(¥# N B(8)). 为 了 
证 明 反 过 来 的 包含 关系 , 设 y —exp,y, KH ve FNB). 我 
们 要 证 明 ye MNB. Bvr: (0, 1] >M 为 测 地 线 ，y(b 一 
expe). AA dole) =v, 我 们 有 dqp(7(0)) 一 7(0)。 由 前 
面相 仿 的 理由 知道 ，p(7Y) =r, ABI, oy) ~ 071) = 
7(1) 一 ys FÆ ye MANB: WE, 

我 们 知道 ,全 测 地 子 流 形 的 例子 是 十 分 稀少 的 ,几乎 所 有 的 黎 
曼 流 形 都 没有 任何 全 测 地 子 流 形 ， 但 是 ， 当 黎 曼 流 形 具 有 一 个 非 
平凡 的 等 距 时 ，5| 理 4 表明 这 个 等 距 的 回 定点 集 将 提供 了 全 测 地 
F TRIE RI — TOF. 

M2. 设 M 为 M 的 子 流 形 。 证 明 : MEM 中 是 全 测 地 的 充 要 条 件 
是 切 从 TM 关于 M 的 Levi-Civita 联络 是 平行 的 , 即 对 每 一 条 曲线 7: 
[0:1] 一 M; 有 Pr(Mro) = My， 这 里 Pr 是 5 的 平行 移动 . 
现在 我 们 要 用 前 面 所 述 的 引 理 去 研究 ; 

引 理 3 单位 球面 SCR 具有 常 截面 曲率 +1, Vn 之 


证 明 首先 设 m3, H Plr sr’, i,e gti) mm (xlr, 
tamaa ea art TS pR ORO 诱导 了 一 个 等 
E p:is 一 5*。 进 而 ,FP 的 固定 点 集 正好 是 SCR = ((2',x’,2', 
0， “*,0)ix’€ R}. 由 引 理 4 知道 ， s 是 一 个 全 测 地 子 流 形 . 由 
引 理 3, 连 同 $ 2 的 习题 8 一 起 可 知 S 的 截面 曲率 等 于 SCR 的 

高 斯 曲率 、 利用 Gauss 的 Egregium 定理 能 容易 地 算出 高 斯 曲 
FALE INRA WA ESTE (直接 的 证 明 可 见 下 面 的 
习题 3 和 4.) / : 

n = 2 是 前 述 讨 论 的 一 部 分 . DR. . 

习题 3、 设 M 是 一 个 2 ERRE, AiR {+，y} 为 局 部 坐标 系 , 使 得 在 
这 个 坐标 系 下 黎 受 度量 为 dzdx + dydy), 这 里 是 一 个 正 的 C” 函数 ;而 


dade dz@dx 等 等 证 明 高 斯 曲率 为 一 去 slows, Sip a= + 地 
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习题 4。 es R 中 以 (0，0，1/2) 为 中 心 , 半径 为 1/2 的 球面 ， 
令 p= (0,0,1)€5, 并 且 设 0 :3 一 {pR 是 从 2 到 Re 上 的 球 极 投 


HB oer, e, P) m (E 2), 如 8 为 R ORERE ER 


a*s 等 于 在 S— { LN SRR, Wl 
(1) 在 上 我 们 有 


g= TE CET BYE 下 (Cdxdx + dydy); (4.3) 
(2) S 的 高 斯 比率 为 4; | 
(3) 单位 球面 See 的 高 斯 曲率 为 1. 
引 理 6 配备 着 双 曲 度量 (4.2) 的 单位 球 B"C R 是 常 截面 曲 
率 为 一 1 的 完备 黎 曼 流 形 ， : 
证 明 在 这 个 证 明 中 所 提 到 的 每 一 件 事 都 是 参照 于 双 曲 度量 
而 言 的 。 我 们 先 证 明 完 备 性 。 考 虑 曲线 “:[0， co) > Br A Ls) 


= (anes 05+, o), 由 直接 计算 知道 参数 * Ek, M 
县 (10, co )) 是 由 (xxx yee, x") b> (xt, — 27, +++, —x") 所 
给 出 的 等 距 B* -> 有" 的 固定 点 集 。 由 前 面 引 理 4, t 是 一 条 测 地 
线 。 因为 R 的 正 交 线 性 变换 限制 在 B" 上 时 就 成 为 双 曲 度量 
的 等 距 , 于 是 每 一 条 A(5):[0, co) > B 都 是 测 地 线 , 这 里 4 是 
任何 的 正 交 变 换 . 于 是 所 有 从 标点 O 发 出 的 测 地 线 可 以 无 限 延伸 . 

故 由 Hopf-Rinow 定理 ($ 3 中 定理 6 的 (3)) 知 道 , 双 曲 度量 是 完 
备 的 . 

为 证 明 B" 是 曲率 一 1 的 空间 形式 ， 取 任何 2- 平 面 Ac Bi, 
pE B*, 我 们 必须 证 明 KGT) 一 一 1(K 为 双 曲 度 景 的 截面 曲率 ). 
把 B; 与 R 本 身 恒 同 , 设 E 是 R" 中 包含 了 及 ?的 一 个 3 维 向 
量子 空间 (如 卫 已 包含 了 p， 或 如 p 一 0， 这 样 的 将 不 是 了 唯 一 
确定 的 )。 令 R= EDE: ( 正 交 直 和 )， 映 射 (e，e"] F-> (e, 
—e'),(e€ E, c'E E+), 对 B” 的 限制 正好 是 一 个 等 距 , 它 以 EN 
B AMERR. TH B FRE E = ENB 是 全 测 地 的 . 
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由 引 理 3 知道 只 需 在 〈 具 有 诱导 度量 的 ) E 中 计算 了 的 截面 曲 
率 。 因 为 每 一 个 正 交 变换 4 总 是 B PAAA LAS TE 现 
选取 4, 使 得 A4(E) = R = 人 zy，0 9)}， 于 是 我 们 
可 以 假设 E = B= BOR, 本 此 只 要 去 证 明 在 其 双 曲 度 
” 量 下 具有 常 截面 曲率 一 1. 
“ 我们 在 B .上 利用 通常 的 球面 坐标 lop P29}, TERRE 
HE 8 — {0} 上 可 写成 
4 

(1 一 po 

这 里 dp =d pdp, $F. 现 定义 
X, 一 上 一 .9 X, =e 6 , = 1 一 eo 

2 Op 2p 00 2ecos0 Op 

TRA (Xi, Xj) = 8 及 


[X:s X] = 一 t Xis 


(dd + pd& + p ‘cos'Od p Dr 


| C, 
[X25 X;| = — i P tgo. X35 
[X,,X,)—=—Ltex,, 

2p 


根据 这 些 括号 关系 ,我 们 就 能 利用 $ 1 中 的 (1.10) 去 对 所 有 i ji 
E Dx,X;。 所 以 通过 直接 计算 就 得 : 
| R(X,, Xis Aks X,)= (B61 一 606071). 
这 等 价 于 党 截面 曲率 为 一 1. 
注 记 。 比 起 引 理 5 来 , 引 理 6 的 证 明 更 是 精心 制作 的 ,这 是 因 
为 没有 显然 的 方式 可 以 看 出 B* 关于 双 曲 度量 是 齐 性 歼 受 流 形 . 但 
是 下 面 $5 的 推论 14 表明 它 确 实 是 这 样 ， 又 注意 到 在 单位 圆 盘 
D =i tyl) 上 的 双 曲 度量 
: S 4 
ULGE (dx + dy’) (4.4) 
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是 经 典 的 Poincare 度量 ， 在 这 个 度量 下 2 是 一 个 完备 的 单 连 
通 , 具 有 高 斯 曲率 一 1 ORERE. Z 中 的 测 地 线 是 与 单位 圆周 
{x+y = 1} EXHAR HSS PRB EE Cl R) 
的 分 式 线性 变换 , 它 将 D 映 到 多 上 。 证 明 这 些 结论 乃 是 复 变 
函数 论 中 的 一 个 标准 的 习题 。 这 个 度量 不 仅 在 单 变量 的 自 守 函数 
论 ， 而 且 同时 在 全 纯 映 射 的 一 般 理 论 中 也 是 极为 重要 的 〈 例 如 见 
[K6]). 
下 面 我 们 将 对 Re, S 及 H 中 测 地 线 的 性 质 进行 研究 (从 
MERG, H 将 表示 配备 着 双 曲 度量 的 单位 球 )， 重 要 的 结论 将 
Zi: WR 作为 标准 ,从 S 的 一 点 发 出 的 测 地 线 将 挤 在 一 起 ,而 
H 中 的 测 地 线 将 散 开 。 因为 R, ?于 为 R, 5*, H 的 全 测 
地 子 流 形 , 于 是 只 需 对 R, S K H 证 明 上 述 结论 . 

现 设 M 为 R, S ÈE 中 的 任意 一 个 ,并 选 定 了 一 个 参考 点 
0e M。 定 义 半 径 为 > 的 测 地 圆周 是 

C(r) ={x€ M:d(0,x+) =r}, 

当 > 充分 小 时 ，C(r) 是 切 空 间 Mo 中 半径 为 > 的 圆周 在 微分 同 
”上 胚 expo 下 的 像 ,于 是 Clr) 的 长 度 作为 + 的 函数 就 度量 了 M 中 从 
0 点 散 开 出 去 的 测 地 线 (相对 于 R r 
EE EOL GET -一 [SS 

设 ool), cr(r)，._(r) 分 别 ara 
ER, S RW Clr) 的 长 
E. a M=R, O 为 原点 ， WE 
然 有 co(r) 一 2xr。 现 在 设 M 二 5， 
” 且 设 0 为 北极 点 (0, 0,1). BAW 
O i 的 测 地 线 为 大 圆 , 设 给 定 的 大 : 
HA r 一 INS。 其 中 I 是 Rw 4.1 
一 个 2 维 子 空间 , 局 中 关于 了 的 反射 诱导 了 5 的 一 个 等 距 , 它 正 
好 把 7 作为 它 的 圈定 点 集 ， 于 是 由 引 理 4 知道 ，7 为 全 测 地 子 济 
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形 。 现在 从 图 4.1 中 看 出 : “半径 为 > 的 测 地 圆周 是 一 个 半径 为 
sinr 的 圆 局 〈 在 欧 氏 意义 下 )， 于 是 c+(r) 一 2r sinr。 最 后 设 
M 一 下 ,我 们 设 O 是 单位 球 的 原点 (在 $ 5 的 推论 14 中 将 看 到 H 
确实 是 齐 性 的 ,于 是 9 的 选取 并 不 影响 c_(r))。 在 引 理 6 的 证 明 
中 我 们 已 经 看 到 从 0 出 发 的 正规 测 地 线 是 曲线 ; r:[0, 0) >H’, 


使 得 
== 一 上 =- = — l. 4g 
rs) (Eza (£) f> 
这 里 # 是 在 KR 的 单位 区 周 上 的 任何 一 点 。 于 是 从 点 集 论 的 角 


度 来 看 ，C(r) 正好 是 ( 欧 氏 的 ) 半 径 为 th — ROURKE. 因为 
Poincaré 度量 (4.4) 能 借助 了 极 从 村 p, 9 写成 


de +t ed”), 
G Toa e + ed) 
我 们 有 
由 一 
e(r) 一 g-pris == 4n —~-—2-~ = Inshr. 
j (1 一 | 1— th? » 
综 上 所 述 , 我 们 有 


chr) 一 2z .7， 
cfLF) = 2r sinr, (4.5) 
c_(r) = 2x - shr, 
KE 4.2 中 我 们 能 一 下 子 着 出 这 三 个 函数 的 相对 变化 情形 ， 现在 
我 们 看 出 ,至 少 在 空间 形式 的 信 况 下 >, 贷 曲 率 把 重地 线 推 开 ， 而 正 
曲率 把 调 地 线 拉 在 一 起 、 于 是 产生 了 这 样 的 问题 : 这 是 一 个 偶然 
的 现象 呢 ， 还 是 它 才 明 了 在 曲率 的 符号 与 测 地 线性 质 之 间 的 一 个 
一 般 性 的 相互 关系 ? 
为 了 回答 这 个 问题 ， 我 们 必须 在 一 般 情 形 下 对 半径 芝 r 的 测 


+ JB « 


HUA COKE r) 进行 计算 . 设 以 是 一 个 完备 的 2. 维 黎 
党 流 形 , O€ M 是 一 个 参考 点 ， 

C(r) 如 通常 那样 相对 于 O 而 o-€) 
RTE SC. HE Ce, 2) 为 切 空 间 
Mo 中 的 极 学 标 ， 设 4 为 任何 
一 个 使 expo 在 BCS) = {ve 
Motele) <8} 上 为 徽 分 同 及 
的 正 数 。 曲线 7:[0, 2r] 一 
BCS) 为 FO) =(r, 0), © 


是 Mo 中 半径 为 固定 数 ”< O Ma 
6 的 加 局 。 于 是 : 
| c(r) = . d expo (5 (r, 6))|d0 (4.6) 


REE: 在 (4. 6) 中 的 -s 是 垂直 于 径 同 方 网 的 向 量 场 . 为 了 理 


解 C(r), 568 HHL LIE ORLA HE PARE HR d exp 
对 径 向 方向 的 影响 。 由 于 2 维 的 特殊 情形 并 不 使 问题 特别 得 到 简 
化 , 子 是 我 们 就 考虑 一 般 的 情形 . / 

我 们 先 从 一 些 与 是 前 要 讨论 的 事情 并 不 明显 相关 的 事物 出 发 
去 开始 我 们 的 讨论 。 所 谓 C” 长 方形 映射 ,我 们 是 指 一 个 C” p 
at rile, b) X [c，d] > M， 这 里 M 是 一 个 任意 的 葡 受 流 形 (加 
4.3); 由 此 可 定义 两 个 沿 的 向 重 场 了 及 为 


TG, «)) 一 ar(2 = (z, “))s 


U(r, uY) =d (a 9 (4, u)). 


每 -个 “E le d) 确定 了 一 条 由 x.) mrin) 所 给 出 的 曲线 
Yeila,b)—>M, 
HE re 为 C RHE TEARC 0e [cd] 时 )。 如 再 假设 


o 79 o 


Ya ,0¢) 


p80) | 
图 4.3 


每 一 条 7, EM 的 测 地 线 ， 则 称 长 方形 映射 7 ANSAMLAS 
[Yah 于 是 我 们 有 


fits U1 =o an 
DT =0, 
前 者 是 因为 ar(|2, 2) 一 0, 第 二 式 是 因为 了 为 切 于 测 地 线 


Yu 《这 里 需 用 $ 1 末 所 讨论 的 7 上 的 向 量 场 及 诱导 映射 的 概念 ). 
于 是 由 (4.7) 得 到 
DrDrU = DrDvT = D;DyT 一 DuoD77 一 - Dir wT 
= — RT | | 

再 将 它 限制 到 基 曲 线 To E> 并 把 洛 a Yo 的 D;U 及 D; DhU 分 
别 写 成 Ù, Ü, RIRE 
| a Ü + Ruto = 0, oe (4.8) 
称 没 曲线 ro 的 ,并 适合 (4.8) 的 向 量 场 为 Jacobi Hh, ARAL 
(4.8) 2975 Yi AY Jacobi 方程 。 我 们 称 向 量 场 UU 为 {17s} ORG 
向 量 场 ,于 是 得 到 

引 理 7 E ARH A HH a LEE =e 
Jacobi tf, . 

反 过 来 ， 我 们 将 看 到 沿 一 条 测 地 线 的 每 一 个 Jacobi 场 必 为 某 
个 单 参 数 测 地 线 族 的 模 截 向 量 场 。 但 在 讨论 Jacobi 场 之 前 ， 我 
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ax 


dexp, (X? 


| 图 4.4 

们 希望 再 谈 及 上 述 c) 的 计算 . 我 们 将 证 明 ,dexpo( -和 ) 事实 
上 是 一 个 单 参数 测 地 线 族 的 模 截 向 量 场 ,于 是 Jacobi 方程 (4.8) 
提供 了 曲率 与 dexpo( -d ) 之 间 ， 因 而 也 是 曲率 与 “(r) 之 间 的 


决定 性 的 联系 . 为 了 达到 这 个 目的 , 设 M 是 一 个 黎 曼 流 形 ,Oe M， 
i pE Mo, 而 且 在 ?处 给 定 了 一 个 切 于 Mo 的 向 量 X, 于 是 由 
P(t, u) = expo -— (P + uX) PTAH RIRA 
TT:[0,r] X[0,1] 一 M CZE r = |p1) 
定义 了 一 个 从 O 出 发 的 单 参数 测 地 线 族 (图 4.4)， 在 这 种 场合 下 ， 
横 蕉 向 量 场 对 基 曲 线 的 限制 适合 初始 条 件 ， 
| == (), 


. | (4.9) 


(4.9) 中 第 二 个 方程 的 证 明 本 身 也 是 有 兴趣 的 。 设 5 是 某 个 正 数 ， 
使 得 如 B(6) 三 {v€é Mo:|v| <8} 及 Bs 三 {rE€ M :d(0, x) < 


e Xil o 


3}， 则 expo: BCO) > By 为 一 个 微分 同 胚 (S3 的 定理 2)。 设 


ee 是 Mo 中 的 一 组 么 正 基 , 且 设 {o',---,0*} 为 其 对 


偶 基 , 则 {ei} 给 出 了 Mo 中 的 整体 坐标 。 现 在 我 们 用 a'(expo') 

=s, Vi, HELE Bs HIERAR {r ah 这 些 {z 人 ) 
具有 下 列 性 质 : 

0. OL = 8... Yii 

(2 (0), Dx! (0)) | O75, y 9 9 

ar (4.10) 

Da, ; (0 Dat = 0, Vi, le 


其 中 第 一 组 方程 是 显然 的 、 为 证 明 其 中 第 二 组 ， 定 义 6:Mo X 
Mo>R X 


ð 
Reis e) = Da, ogg’ 
再 利用 线性 性 质 把 8 推广 到 每 个 变量 ， 这 样 定义 的 8 是 一 个 对 称 
双 线 型 ( 见 $ 1 的 (L2))。 由 Ox") 的 定义 知道 ,在 坐标 系 (r) 中 每 
条 径 向 直线 是 一 条 测 地 线 , 所 以 Le, r) 一 0， 于 是 8 三 0, 这 证 
明了 (4.10), 

现在 回 过 来 证 明 (4.9)。 相 对 于 fxiy，F 成 为 如 下 的 一 个 线 
He, ATA CRI P= 之 pie, X= -之 xi 2 (P, Xi 
e R): 设 6 为 充分 小 的 正 数 , 使 得 sp 及 102 X'e, am B(8), 
r 对 (0, er] X [0,81 的 限制 ， 于 是 等 于 

rt, u) = — (P + 4X), 

这 里 ,相对 于 坐标 系 r}, B= (pty pt) = (Xt, X), 
HHR ye 是 曲线 ‘> 一 5, 于 是 品 对 基 曲 线 的 限制 是 向 量 场 


上 > -一 DX 因为 Mo 与 它 的 切 空间 异同 ,所 以 


* $2 œ 


(2 
Dro U dz ( mn 


r 


6 ð 
x’ -2 (0) + Dro >) XL 
„2 zal ) y (0) 之 Ox 
= L5 Xi 了 (0) (由 (4.10)) 
r Ox! 
m= ty 
r e 


这 证 明了 (4.9).〈(4.9) 的 另 一 人 个 证 明 在 $5 的 引 理 2 中 给 出 ,) 

”” 上面 所 导 人 的 坐标 系 (1) 由 于 满足 (4.10)， 因 而 对 计算 来 
讲 是 很 有 用 的 .我 们 称 这 个 坐标 系 为 以 O 点 为 中 心 的 牧野 法 坐标 
系 ,或 更 简单 地 说 ,法 坐标 系 。 ERER I 1854 TE AIS RGE DA Be 
用 了 这 个 坐标 系 ,) 


最 后 我 们 把 这 个 单 参 数 测 地 线 族 TCD) = expe 二 (p+ uX) 

应 用 于 2 维 空间 形式 R, C 或 厂 , 利 用 (4.6) 中 的 记号 , 设 X= 

-全 (r, 0) 及 p=(r， 9), 《固定 r= Pl). 因为 空间 形式 关 

了 O &. Pere irs 定 任何 两 个 单位 向 量 Vi, nE Mo 存在 

一 个 等 距 p, 使 得 pg(0) = 0, delr) = 一刀)。 所 有 的 计算 与 9 无 

关 。 设 7 是 基 曲 线 b, H rO 是 沿 7 的 一 个 单位 平行 向 量 

i fk WOLÝG), Vi 四 为 — -一 了 SRNR: th>tp if 

直 , 所 以 由 Gauss BAC 3 引 理 5 知道 ， BARD AT T BYR 
U(z) TEX ZT TCD， W， 于 是 我 们 可 以 写 
| UD 一 Kew), 

这 里 C” 函数 K) 定义 在 [0, +] E. 直接 的 计算 表明 (4. 8), 

(4. 9) 能 重 写 成 7 
i 十 Kj = 0, 
1(0) = 0, jo) 1, 


AP KC) 为 rO 处 的 高 斯 曲率 ，f， 分 别 表示 a ar, 


e £3 >» 


ot (4.11) 


O= EAX E (r。9)| =r. (4.11) 的 解 是 


r, K = 0, 
f(r) =< sinr, K = +1, 
shr, K=—1l, 
因此 利用 c(r) 的 公式 (4.6) 后 ,我 们 就 重新 发 现 了 在 (4.5) 中 所 求 
出 的 值 coses, c., 可见 coser, c 能 通过 求解 (4.11) 得 出 ,而 在 
方程 (4.11) 中 已 包含 了 曲率 项 ， 
Ee: Gi ppp REA Jocobi 发 现 的 , 它 与 在 下 面 

5 6 中 将 要 研究 的 二 阶 变 分 公式 有 联系 ， 称 初始 条 件 1(0) 一 0 及 
(0) 一 1 为 标准 的 初始 条 件 。 

由 空间 形式 所 揭示 出 来 的 上 述 现象 ， 即 曲率 直接 控制 测 地 线 
性 质 ,可 以 推广 到 一 般 的 情形 . 粗糙 地 说 , 正 曲率 引起 测 地 线 拥 缩 
的 事实 (如 从 .8 的 北极 点 出 发 的 测 地 线 全 部 收敛 于 南极 那样 ) 告 
WRN: 充分 正 曲 率 的 流 形 必 须 是 紧 致 的 (Bonnet-Myers €M). 
负 曲 率 引 起 测 地 线 互相 散 开 的 事实 导致 我 们 期 望 : 在 一 点 处 的 指 
Rp eA} ad (Cartan-Hadamard Æ), 
”在 离开 空间 形式 这 一 论题 之 前 ， 我 们 应 当 对 一 个 与 它们 的 定 
义 有 关 的 问题 作出 一 些 评论 。 假设 dim M >3, MRSA 
x+€ M， 所 有 2- 平 面 OC M. 具有 和 相同 的 截面 曲率 、 艾 如 说 
f(x) , 则 很 自然 地 称 这 样 的 M 为 逐 点 党 截面 曲率 的 黎 受 流 形 。 (在 
2 维 时 ,这 个 定义 是 无 意义 的 ,因为 每 个 2 维 黎 曼 流 形 都 满足 这 个 
条 件 .)M 有 常 截面 曲率 的 充 要 条 件 是 f 为 常数 。 我 们 当然 希望 能 
允许 f(x) 是 * 的 一 个 非常 数 的 函数 ， 但 是 我 们 可 以 证 明 : HE 
有 逐 点 常 截面 曲率 的 充 要 条 件 是 它 有 常 截面 曲率 ， 这 是 经 典 的 
Schur 定理 ((S8, IT1, 第 7—46 页 或 (KN, I] ,第 202 m). 证明 
利用 了 第 二 Bianchi 恒等式 (4 2 的 引 理 3). - : : 

在 本 书 中 我 们 由 于 篇 幅 的 限制 ， 只 能 简要 地 讨论 单 连通 的 空 

9 $4 


B 


闻 形 式 的 研究 。 这 不 仅 从 几何 的 观点 ， 而 且 从 群 论 与 拓扑 的 观点 
来 说 也 是 有 趣 的 。 所 有 曲率 +1 的 空间 形式 已 被 J. A. Wol 
分 类 ， 曲 率 一 1 的 空间 形式 可 能 太 多 了 以 致 难以 完全 分 类 ， 但 是 
为 了 增进 对 它们 的 理解 ， 我 们 仍然 进行 着 探索 ;例如 对 3 维 的 情 
形 ，Thurston 作出 了 最 新 的 工作 。 对 这 些 工 作 的 基本 信息 可 参看 
[W8]. Ea 
习题 5。(1) 利用 习题 3 去 直接 证 明 ; EAA DEW Poincaré 度 
量 (4.4) 有 曲率 一 1，; 

(2) 证明: 如 7 是 DD 中 的 一 条 (关于 Poincare. yy aA, A pe 
D, per, 则 正好 存在 两 条 测 地 强 6. 5 满足 6(0) = E0) 一 by 
= Ø ,使 得 : 

Ca) 任何 满足 8(0) = p, H 6(0) 位 于 6,(0) 与 6,(0) 之 间 的 测 地 
线 5 不 与 7 相交 ， | 

(>) 任何 满足 bC) = p, B S(O) 位 于 2,00) 与 一 6.(0) 之 间 的 测 
HUES 6 必 与 了 相交 (图 4.5)。 


图 4.5 
(FED EW) Poincaré 度量 是 Lobachevsky-Bol yai-Gauss 的 非 欧 几何 的 一 
个 模型 。 题 中 (2) 的 断言 正好 就 是 他 们 所 假设 的 公理 .) 
习题 6， 给 定 eS’ 及 单位 向 量 v,,v;《 5:， 求 作 一 条 基点 在 * 处 的 逐 
段 C” 闭 曲线 ,使 得 围绕 这 条 闭 曲 线 一 周 的 平行 移动 把 n 变 到 we。 
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§5 -Jacobi 场 和 Cartan-Hadamard 定理 


本 节 参 考 文献 
[H4], § 10.15 §10.7. 
[GKM], § 4.2. 


在 $4 中 我 们 看 到 , 如 果 {7,} 是 单 参数 测 地 线 汉 ， CARR 
HEH U, N URIE YH rr 上 是 一 个 Jacobi 场 ， 即 满 
ke, 

U 十 RyuY = 0, | (5.1) 
其 中 Ü = D;D;U, 本 节 我 们 讨论 Jacobi 场 的 基本 性 质 ， 并 用 之 
来 证 明 Cartan-Hadamard 定理 和 $ 4 的 定理 1 (HEISS, IV] 
中 第 328 至 332 页 ,[M11§19 或 [GKM] $7.2 的 Cartan-Hada- 
mard 定理 的 证 明 箔 是 不 太 必 要 地 颇 费 匠心 , 想 了 解 不 同 证 法 的 应 
去 查 查 . [KN, Il] 中 第 102 至 105 页 的 证 明 是 太 麻 烦 了 ,) | 

首先 ,我 们 想 讲 浓 楚 (5.1) 古 一 个 二 阶 常 微分 方程 组 。 选 定 一 
个 沿 7 PEAT ZTE PRAR Gy eG), -4s GIET eG) = 72), Ve 
(我 们 事先 假定 7 是 正规 测 地 线 , 以 使 此 要 求 得 到 满足 )。 记 


U(t) = 之 | Poe), 
Ranee) 一 > Riet), 
i 


HREM RRE, FH (ew), O) 一 5 可知 (5.1) 等 价 于 
FUG) 十 Dd) Rp@'@)=0, Vi, (5.2) 


® BÓ o 


其 中 六 一 4 汪 由 常 微分 方程 组 解 的 存在 唯一 性 定理 可 得 
引 理 1 (1) 设 7 是 一 条 测 地 线 , BE OWE Mro， 则 存在 
唯一 沿 7 的 Jacobi 场 使 得 U(0) =v, Ù(0) =w. 
(2) 沿 一 条 测 地 线 的 Jacobi 场 的 零点 是 离散 的 ,除非 此 


Jacobi HENS. F 


证 明 (1) 的 证 法 直接 取 ; | 
自 常 微分 方程 组 解 的 存在 唯一 TU + uw lu) 
性 定理 .至 于 (2), 用 反 证 法 .如 pe 


RS ARARA T(t), BAU 
50 46 vo) RHE, 再 由 j 
(1) U =0, px 

下 列 引 理 圆满 地 回答 了 $4 7 
中 引 理 7 WR, 图 5.1 

引 理 2 给 定 一 条 测 地 线 7 及 一 TE raU, WAU 
是 Jacobi 场 当 且 仅 当 .U 是 单 参数 测 地 线 族 {7,} MRR 
在 7 上 的 限制 ,其 中 7 三 7。 

证 明 充分 性 部 分 就 是 $4 的 引 理 ”7， 现 证 必要 性 部 分 。 + 
v = U(0), w= Ù(0), RS C:10, 8] 一 M 是 一 条 测 地 线 满足 
C0) 一 v, 沿 着 定义 平行 向 量 场 T. Wa). 使 得 T(0) 一 
7(0)，W(0) = w《 见 图 5.1)， 对 于 任意 we [0, e] | $ 

Yat) = exPremt (TCU) + uW(u)). 

设 U, 是 {7s} 的 横 截 向 量 场 在 7 上 的 限制 , 故 它 是 Jacobi 场 .由 
_ 引 理 1 只 须 验 证 0.(0) =», U0) = w 便 证 出 引 理 2。 显 然 


uO) =- 740)] 一 全 人 oO = £00) =e, 
i sant) du u=) 5 


接着 着 记 TG, =ru), 那么 T =ar(2) 是 C” ARK 
方形 上 的 向 量 场 ( 见 公 式 (4.7) 处 的 讨论 )， T, 限制 在 7 上 就 是 
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,于 是 由 IT. U] 一 0, 我们 有 | 
U.(0) = Dro = Doof: = D,T, = Dif u (5.3) 
现在 来 算 


Tilu) = wpe T OH uW (uy) B 


om T(u) + uw (wu). 
上 起 中 第 二 个 等 号 成 立 是 因为 dexprto: Mz TC ae) >M: (u. PERR 
射 所 致 。 将 计算 结果 代入 (5. 3) tA ie R T(x) 与 Ww) YS 


ste A Lee LL 
TIS AYS AX 


U,(0) = Diol T Cu) + uw(u)) = W(0) = w, 
引 理 3 设 U 是 沿 测 地 线 7 的 一 个 Jacobi 场 ， 那 么 存在 6， 
be RR, 使 得 : | ; 
U=U!+ (a+b, 

其 中 U+ 也 是 党 7 的 Jacobi 场 并 且 《7 7) 一 0。 
证 明 5M 


=, ry = = 0, = U, $) = (— Rtt, 7) = 0, 


在 上 面 计算 过 程 中 我 们 用 到 ? 一 0 (由 于 7Y 是 测 地 线 ) 及 $ 2 中 引 
理 1 的 (3). 因此 《U, O 是 的 线性 函数 ,比如 说 
(U, tya) = g't + b', 
其 中 a, ER, > | 
a p= b 
上 \7 |?” 
于 是 (Ut, YM $0 KA Ut = Ü = —Reypf = —Rsytt, 证 
Ha, | 
这 个 引 理 表明 垂直 于 了 的 Jacobi WA eA BBD. EBTT 
7 的 Jacobi 场 被 称 为 是 正常 的 Jacobi %, 


a = Ut =U — (a + d)7, 


引 理 4 如 果 忆 是 一 个 沿 测 地 线 了 的 Jacobi 场 , 使 得 对 某 一 
对 数 tasty h = hs (UG, 700)) = (UG) ia) — 0, WU 
是 正常 的 Jacobi 场 ， 

证 明 由 引 理 3， ORLO), = (at + BIT Is CE z? 的 线 
性 函数 ， 由 于 它 在 tn 处 为 零 、 故 必 和 恒 为 零 。 证 毕 ， 

现在 我 们 已 初步 接触 到 Jacobi 场 的 概念 。 由 于 它 在 微分 几 
何 学 中 的 重要 性 ,有 必要 在 认识 它 的 时 候 ， 就 对 它 做 仔细 的 戏 罕 . 
我 们 已 经 从 两 个 不 同 的 角度 来 了 解 Jacobi 场 了 ， 其 一 是 它 满足 
Jacobi 场 方程 (5.1)， HEC BS RMA RY REA E 
在 基线 上 的 限制 ， 对 第 二 种 看 法 我 们 要 多 说 几 句 . 回忆 引 理 2 的 
证 明 ,我 们 事实 上 有 | 

(A) it £:[0, 8] > Miub> glu) 是 M 中 一 AMR, T (u), 

We) 是 《上 平行 的 向 量 场 ,由 
YY 有] = xP t(T (u) + uw (u)) 

”确定 单 参 数 测 地 线 族 {r} 则 {7。} 的 横 截 向 量 场 在 Yo(a 上 的 
限制 UW) 是 Jacobi 场 , 并 且 U(0) = 6(0),U(0) = wW O). 

特别 地, 当 (nye xe M, Tawe M: W, 我们 有 

(B) 设 EM，7T, w€ M:，{7s} 由 下 式 确定 

rat) = expst(T + uW), GA) 

U ir 的 横 截 向 量 场 (在 role 一 exp. tT EMR) UG) 是 
Jacobi HH U(0) 一 0，U(0) =u, | 

HEM. 是 内 积 空间 ， 因 此 可 以 对 (8B) 中 的 了，w 加 条 件 
(Tw) 一 0, 这 时 将 有 

(C) 设 rE M, T, weM, #48 CT, w) = 0, 令 '{7s} 由 
(5.4) 确 定 ; 则 7) 的 模 截 向 量 场 (在 TO) 一 expxtT 上 的 限制 
UG) 是 正常 的 Jacobi 场 ,并 日 U0) = 0, U(0) =w, 

(C) ED AT FETS 5 (高 斯 引 理 )， 因此 我 们 先 
来 证 明理 5 
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引 理 5 高 斯 引 理 ) 设 zeMspeMsXEe(M) = May 如 
RE M: 的 内 积 下 plLX, WW dexp.X1701), Hh 7(1) Eh 
线 7:[0, 1] 一 Mist > expstp 的 切 向 量 ， 7 g 

(这 引 理 其 实 是 $ 3 中 引 理 5 的 另 一 种 说 法 ， 不 过 在 那里 要 限 
HÆ Be 内 ,现在 则 无 限制 ,但 证 法 是 相似 的 . ) 

WEBA 设 &:[0， s]>M: 是 选取 的 一 条 曲线 ， 使 得 ECO) 一 
p, &(0)=X, 并 且 E 的 象 集落 在 半径 为 Ipi 的 球面 上 《因为 
Plx yrker E RETA). SRM C” 长 方形  ” 

PLO, 1] x [0, €e] > Mi:(1, u) exprtt(u), 


令 了 一 ar(2), U 一 ar(2), 易 见 ru) = rT(1,0),7(1)= 


T(7(1)),dexp,X = U(7(1)). AG RRIES|MAR RIE (U,T) = 0 
MGT. 由 于 了 的 每 条 * 曲线 篆 是 长 度 为 | 让 的 测 地 线 , 工 是 它们 
Mine, k (T, T) = jp; (与 z, s ZÈ i). 

TCU, T) = (DU, T) + (U, DT) 


= (DU, T) o> C 曲线 是 测 地 线 ) 
= 《DvT, T) + (UT, U}, T} | 

= (DT, T) | ([T,U] = 0) 

= L UCT, T) 

0 | (CT, T) 一 常数 ) 


所 以 《Us,T》 沿 着 每 条 出线 是 常数 ， 当 # 一 0 时 ,U(z) > 0, 从 
m (U,T)=0, EB, 

现在 我 们 用 高 斯 引 理 来 证 (C)， 其 实 只 要 证 (UC2)， Ya) = 
0, vt， 考虑 M: PR 5:[0,6] > My! u> lT + uw), BW 
dexp £(0) = UCA). 另外 又 考虑 M 中 的 曲线 7: [0,1] 一 M ir> 
expzT(tT)， 易 见 7(1) = tiu). 因此 


(U(r), W) = 一 (dexp,6(0), 7(1)), 
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令 p 一 T,X 一 58(0), Æ Ms 中 《p,X) = GT,E(0)) = GT, 
iw) 一 0, 所 以 由 高 斯 引 理 得 《dexp.5(0), 7(1)〉 一 0， 于 是 结论 
BRR, 

在 以 后 的 章节 中 ,我 们 将 看 到 : 初 值 为 零 的 正常 Jacobi 场 广 
泛 地 出 现在 几何 问题 之 中 ， NERA AS SRS BSL 
何 定理 . 

我 们 现在 用 Jacobi 场 来 了 解 dexp:。 首先 由 $3 的 引 理 4， 
EXP: Ms >M 在 半径 方向 总 不 退化 (确切 地 讲 ,应 说 dexp:). A 
比 考虑 dexp: EP € MEERN, RIZE dexp;(X), 其 中 是 
M: ££? 上 扣 处 的 任意 切 向 量 , 它 垂直 于 径 向 直线 7) = rp (GIE 
M: P XLe) .& YG) = exp.7@), HU T =p, w =X RA 
(5.4) 得 到 单 参 数 测 地 线 族 {7ye}， 它 给 出 的 横 截 向 量 场 在 re) 
=exp.tp LRA UC), Wl] Ue) 是 正常 Jacobi 场 ，U(0) = 
D, U0) 一 w, 此 外 经 过 验证 可 知 ud) > 一 dexp.(X), 这 使 我 

们 有 
引 型 6 dexp. 在 PEM: 处 退化 的 充 要 条 件 是 在 7( 一 
exp.tp 上 和 存在 一 个 正常 Jacobi 场 , 它 不 恒 为 零 但 在 * Sapph 

AS. 
| 假设 dexp: Æ PEM.: 处 退化 ， 这 时 称 p 是 映射 exp. AOE 
点 ; 称 expzti 是 x 沿 着 测 地 线 7 (或 7 ORAS BL) ASA. 
SIH 6 告诉 我 们 : 沿 着 一 条 测 地 线 其 点 是 另 一 点 的 共 堪 点 这 一 一 关 
系 有 对 称 性 . 

现在 我 们 来 讨论 本 书 的 第 一 一 个 “整体 性 定理 ， “整体 性 ”一 记 
的 含义 是 : “人 河流 形 的 全 瑶 敌 些 沼 扑 、 几 何 的 假定 之 后 , 便 能 成 
立 的 性 质 。 

定理 7 (Cartan-Hadamard) (1) 设 M 是 一 个 完备 的 黎 曼 流 
形 , 记 的 截面 曲率 非 正 , 那 么 对 任意 rE M, eap M: —M FEE 
Fa 
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(2) 如 果 M 是 单 连通 完备 黎 曼 流 形 ,并 且 在 某 点 ze M, expe’ 
M: 一 M TRHA, WA exp。 BAO. 

注 记 。1898 年 Hadamard 证 明了 ,一 个 完备 单 连通 曲面 , 其 
高 斯 曲率 非 正 , 必 具有 这 样 的 性 质 : 对 任意 rE M,expx: M: 一 M 
是 微分 同 胚 《当然 那 时 是 用 庚 的 测 地 线性 态 来 叙述 的 )，1928 年 
E. Cartan 将 这 结果 推广 到 ”= 维 情形 。 所 以 这 里 的 定理 7 实际 上 
比 他 们 证 的 稍 多 一 点 . .值得 注意 ,关于 单 连通 的 假设 是 要 紧 的 , 例 
如 圆柱 面 C 三 1(x,y,2)€ Riv tze ml, ye R) 是 完备 的 , 曲 
RAS AE expe Ce >C 是 一 个 非 平 凡 的 覆盖 映射 . 一 个 映射 
p:M 一 M 称 为 是 一 个 绪 盖 映射 ,或 M 均 匀 材 闲 着 M ,是 指 ,对 任 
意 x* € M ， 总 可 找到 一 个 z ADR U, 使 得 p U) 一 U W 


并 上 且 这 里 的 {TW;} 有 这 样 的 性 质 : 4ixi hh. WAWE D, 
义 对 任意 i, p:W: >U BROOM. 

定理 7 中 关于 M 的 完备 性 假设 也 是 重要 的 。 如 果 取 M 一 R 
一 {(0, 0, 0)}， 并 具有 R 的 诱导 度量 , 那么 定理 7 的 结论 也 不 
成 立 ， 定 理 7 有 一 个 重要 特点 ， 在 它 的 第 二 部 分 中 不 仅 断 言 M 与 
M: 和 人 徽 分 同 胚 ,而 且 告 知 有 一 个 确定 的 路 射 ( 即 ezpx:Mz 一 M) 来 
实现 微分 周 胚 。 为 了 把 这 点 说 透 ， 看 看 另 一 个 著名 的 定理 (AR 
[GM])， 它 说 :一 个 非 紧 完备 正 截 面 上 曲率 的 黎 曼 流 形 羽 微分 同 胚 
于 欧 氏 空间 。 在 这 个 情形 ， 人 们 可 以 造 一 个 例子 表明 ,对 任意 
xEM, eap: M: >M 一 般 不 是 一 个 微分 同 胚 . 因此 这 定理 虽 断 
EMS R BZAR, 但 微分 同 胚 不 再 是 由 像 exp. 那样 明明 白 
白 的 映射 给 出 的 。 这 就 解释 了 在 我 们 理解 微分 同 胚 的 程度 上 有 一 
种 戏剧 般 的 差异 ， 存 在 于 非 正 曲率 单 连通 流 形 与 正 曲 率 非 紧 流 形 
之 间 , 尽 管 这 两 类 流 形 的 拓扑 都 是 平凡 的 ， / 

现时 正 处 在 相当 仔细 地 研究 非 正 曲率 流 形 的 时 期 .P.Eberlein 
的 最 近 一 些 文章 [E1], [E2] 可 作为 进一步 的 参考 。 关 于 这 种 流 
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E LARR EJS [GW3]. 

我 们 先 来 看 定理 7 的 第 一 部 分 . 由 引 理 6 这 相当 于 : 在 定理 
7 的 假设 下 , 任 给 一 条 测 地 线 7:[0, co) >M 与 沿 着 7 的 一 个 非 
AREA Jacobi 场 U, AS 0(0) 一 0; 则 对 任意 «> 0,8 
Ur) 关 0. 对 此 我 们 给 出 两 个 证 明 . 

定理 7(1) 的 朴素 证 明 > f:10,0) > REG Ke) = (UG) 
U(r) EMM RIES: 之 0。 这 是 因为 

He) = Ù, Ù) + (U,U))@) 
= 2((U, ÙY — (Rept, UYU) > 0. 

RECHA (Rit, U) = KM) AU? < 040, 其 中 I 是 由 {7(2)， 
U) 张 成 的 子 空间 ,天 (Z) 是 五 的 截面 曲率 。 这 就 证 明了 断言 . 
假若 定理 7(1) 不 成 立 , 由 于 Jacobi 场 的 零点 是 离散 的 , 改 存在 最 
小 的 to 350, 使 Hi) = 0. AF #0) 一 0, 在 (0,5) PFS 
0 及 fe) 一 0， 故 于 在 端点 达 最 大 值 , 即 有 了 委 0。 THUG) 
AS RSW. WE, 

EM 7 (1) 的 精密 证 明 令 f:10, ©) ~REI@®= ney 
WERA EEH A 


ie) = TF - LUD, OY + TT EIO 


一 《人 Ryo7， Ue}, 
这 式 理解 为 在 Ua 0 处 成 立 ， 在 这 种 理解 下 ,用 Schwartz 不 
等 式 
Wwe, oy > jv .|UG)!, 
TO] 之 |UD IŽ - KOL, (5.5) 
其 中 Kl) 一 k(n)). 特别 地 ， 在 非 正 截面 曲率 的 根 设 下 ， 在 


Ul) 0 处 有 UDI > ， 接 下 去 的 证 明 就 与 第 一 个 证 明 一 
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RT. 
当然 (5.5) 比 -EUO > 9 精确 多 了 。 虽 然 证 明定 理 7(1) 
须要 的 只 是 -FIUO >0, 但 是 得 到 (5.57 的 推理 过 程 有 一 般 意 


义 , 它 给 出 下 列 习 题 的 证 明 ， 这 习题 是 $8 中 讲 的 . Rauch 比较 定 
mine. 

习题 1. (1) & >:[9 bjm BREMEN AEM, 并 且 7 
LA ORS AAS BEE OR—TBS TILE Jacobi 场 使 得 UC0)== 
0, (000) = 1; 又 假定 任意 包含 # 的 平面 之 截面 曲率 不 大 于 常数 6, 那 
Z | | 


aq tiny Bt, 如果 B > 0, 
[Va She, mR P= 0, 


7 = sinh +/ 一 Bi， RBO. 
(2) 如 果 M 是 一 个 单 连 通 完备 的 2 维 黎 曼 流 形 , 它 的 商 其 曲率 <A, ik 
OEM, $ c(?) RA r 为 半径 的 测 地 图 周 之 周 长 〈 此 测 地 圆周 一 teM: 
d(x,0) = r}, WEWER +» = 0 


2AT, 加 果 B = Os 
e(r) > [> sinh /一 B+， 如 果 <O. 


wt 6 >0 的 情形 , 试 证 expo;Mo 一 M 在 B(/ 1/8 =)={X 6 Mo: 
IXI <a// 8} KLERAORM, HHE < x/V 8， 


e(r) > -E siny f x, 
VP | 
定理 7(2) 的 证 明 很 容易 从 典型 的 覆盖 空间 论 及 下 列 引 理 8 
得 到 . 
引 理 8 设 M 是 完备 的 黎 曼 流 形 , EM, eP: M: >M ER 
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HA, Nep, HBR. 

证 明 设 g 是 M 的 黎 曼 度 量 , Q 8 一 exp*g， 它 是 将 8 拉 到 
M: 上 去 的 黎 坚 度量。 我 们 断言 : g 是 M。 上 的 完备 度量 ,为 
了 证 明 此 事 ,采用 I M. Singer 的 一 个 巧妙 的 观察 。M ,中 的 射 
线 是 这 样 的 7:[0,co) 一 M ,使 得 存在 某 一 单位 向 量 EM., 

fF) =w, ViIEL0，co)， 
由 exp; 的 定义 可 知 , 它 将 M. 中 的 射线 映 为 MH 中 出 自 x 的 测 地 线 ， 
根据 & BEX, M: 中 的 射线 就 是 g 的 测 地 线 ,再 利用 Hopf- 
Rinow 定理 ($ 3 中 定理 6),g 是 完备 的 

记 带 有 g 的 M: 为 (Me g), TEREZA exp:: 
(M。 48) -> (M，g) 是 满 的 局 部 等 距 映 射 。 这 时 引 理 8 就 是 下 
列 引 理 9 的 推论 了 。 

引 理 9 ko: M 一 M 是 黎 曼 六 形 间 的 局 部 等 距 映 射 ，M 
是 完备 的 ,那么 是 覆盖 映射 并 且 M' 也 是 完备 的 . 

( 引 理 中 MM 的 完备 性 假设 是 必要 的 。 如果 放弃 这 个 假设 ,即使 
补充 假定 M' 是 完备 的 ,也 不 会 有 引 理 所 述 之 结果 。 有 一 个 例子 说 
明 这 点 。 R 中 一 个 开 圆 盘 Z, 包含 映射 q: 多 C RR 是 局 部 等 
FRA, 尽 是 完备 的 ,可 是 DASE, 9 也 不 是 覆盖 映射 。 

还 要 指出 一 点 是 ,P 是 满 的 这 一 条 在 假设 中 没有 ,而 它 却 白 然 
地 蕴含 在 结论 中 .) : oo 

引 理 9 的 证 明 ” 先 来 证 9 是 满 的 。 由 于 9 是 局 部 等 距 故 
p(M) 是 M “中 的 开 集 .又 若是 p(M ) 在 M' 中 的 极限 点 ,那么 必 
Bx eM) Sy 之 间 有 一 条 测 地 线 来 连接 .由 戏 的 完备 性 可 
知 : 这 条 测 地 线 可 提升 为 从 * 出 发 的 测 地 线 , 它 的 终点 的 像 自 然 
Ey. Ai p(M) 是 M 中 的 闭 集 ，p(M) 是 M” 的 一 个 连通 
SX. MA C” 流 形 总 假定 是 连通 的 , 故 p(M) 一 M.. 

”在 进一步 论证 之 前 , 先 作 一 个 有 趣 的 观察 . 如 果 p:M 一 M: 
是 一 个 局 部 等 距 ， p(x) = x, 则 有 下 列 交 换 图 表 
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MM’ 
| I (exp. (5.6) 
| = MM 
(如 果 M， M 不 假定 是 完备 的 ,那么 图 表 中 的 M., My 可 分 别 用 | 
AFR AA 代替 ,使 得 exp:, exp: DIE AA 中 有 定义 ， 
dp(4) = 4A). 上述 图 表 交 换 性 的 证 明 很 容易 ,基于 这 样 的 事实 : 
等 中 (局 部 的 或 整体 的 ) 映 射 将 测 地 线 映 为 测 地 线 ， 
MERIDA. o 是 一 个 覆盖 映射 , BD M 被 均匀 地 覆盖 
着 。 现 在 选 8 足够 小 使 得 exp.:B'(d) -> B, RADA, Kh 
B'(8) = {ve My:\vl <8}, B3 = {y EM idly’, x) <8}. A 
于 9 是 局 部 闻 胚 , 故 p~(x ) 是 离散 点 集 ， 例如 说 p(x") = {ai}, 
对 每 一 个 i, > 
” P(O = We Mer [v| <l 
= {y€ M: d(y, x;) < 8}, 
MERTEKE PSE 


(1) p “'( Bs) U Bs; 

(2) SHER i, p:Bi> B, EADAE; 

(3) 如 果 ij, 则 BLOB = A, 

U B; C p(B) 是 显然 的 ， 反 之 若 ze p™(B3), FEE 


B’, 中 有 唯一 一 条 测 地 线 :ff0，1] 一 B, 使 得 5(0) = w(x), 
C(1) =x CALS 3 定理 2), 因为 ?是 一 个 局 部 等 距 上 映射， 所 以 在 
在 一 条 测 地 线 E:[0,1] 一 M 使 得 

PLEG) = LH, Vr, 
因此 p(E(1)) 二 x， 这 样 就 有 蘑 i EO) 一 zx。 X LOLO 


<6, FÆ 2=C(0)€ Bi. 至 此 便 证 出 pB U Bih 从 
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而 (1) 得 证 。 
由 于 MM 的 完备 性 ， EE 
B’ (8) >B" (8) 
jars ee 
B, —> B; 
并 且 ep, 是 满 的 。 男 外 易 见 dp,exp> EMDR, TE 
o poexp,, = expxod o 
ERSAM i exp., 是 漫 人 ,从 而 exps RADA. Bil 
p = exp,,cdpo(exp,.)™ 
FEA AAT, CORE. 

RA tof 使 入 iœ j, BsNB:s< Ø. He z€ BLN BS, 因为 
(2), 在 Bs, Bs 中 分 别 有 唯 一 的 正规 测 地 线 心 , 与 连接 zx 至 x, 
xj。 令 “是 B5 中 唯一 的 正规 测 地 线 连接 plz) Bx, 由 于 gq: 
Bs 一 Ba Ñi p:B3—> B; BSR, ik 

p(t) "b= p(t). 
由 于 9:M >M EWA, HAM 中 任意 一 点 至 多 有 一 个 人 
的 提升 。 既 然 bio 0; BC WHA, MRA eA TS =F 
ef BY) x = CCL) = OC) = 2,585 i Ae 1 A, 

习题 2。 和 上 引 理 8 的 证 明 对 照 、 设 9:M 一 MM TS SSR A | 
M 是 完备 的 ,那么 M 必 是 完备 的 吗 ? AAT - 

ams. 设 2:M 一 M 名 习题 RBS a RAS? 为 
什么 ? 

现在 我 们 再 一 次 用 Jacobi 多 来 证 罚 一 个 定理 ， ‘Cais § 4 
定理 1, 

定理 10 ik MoM’ 是 两 个 > 维 单 连通 的 空间 形式 ， 其 截面 
曲率 是 c， 又 设 xe Ms x€ M ， te "9 Cats {ei,*- "9 cn} 分 
v M: M» 中 的 么 正 基 ， 那 么 存在 唯一 的 等 距 映 射 p: M 一 

， 使 得 
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p(x) =x, dole) =e Ye 
证 明 这 个 定理 之 前 , 先 做 些 准备 。 
引 理 i 设 M 是 一 个 4 维 空间 形式 ， 其 截面 曲率 为 c， 又 设 
LEM, te es) 是 M: 中 么 正 基 , 那 么 M 的 曲率 张 量 满足 
Roser COej — Oper), List, k< ax, 
证 明 记 Rek == (ike; — dei), 易 见 R 是 一 个 张 量 ， 


满足 $ 2 5| 理 1 中 的 (1),(2),(3)， (4). 又 当 iv| = |wl = 1, r, 
wy = 0 时 有 (Row 一 c* 即 多 的 “截面 曲率 ”为 <。 由 $ 2 引 
TE 2 Hi 组 D :一 D 


引 理 12 记号 与 假设 同 引 理 11, 设 "是 M: 中 单位 网 量 , 令 
vi 是 v 的 正 交 补 ,那么 
cw, MR wevt, 
R,,v = | 
0, 如 果 w=av (ac R), 
”《 引 | 理 12 可 直接 由 引 理 11 推 得 .) 
定理 10 的 证 明 因 $ 4(4.1), 故 只 \ 须 对 c= 0， +1, 一 1 来 证 
明定 理 。 进而 也 可 看 出 只 须 对 M = R”, $ 或 古来 证 明定 理 
10 就 行 了 ,其 中 He 的 定义 见 $ 4 公式 (4.2). 
首先 讨论 < 一 0 或 一 1 的 情形 ， 由 Cartan-Hadamard 定理 , 
expx: Mx 一 M 与 apri My >M BRAOAM, 40:M,> 
My 是 内 积 空间 的 那个 唯一 等 距 变 换 使 得 
P(e;) -= Cis Isia 
现在 定义 pg:M 一 M 为 
p 一 exp,,obo(exp,)™, 
P 是 一 个 微分 同 胚 ,我 们 要 证 明 %p 是 一 个 等 距 映 射 ， FM hH 
y RILA X, RIAH del) = jX 
由 定理 7 可知, 存在 TEM: wElM:)r 使 得 
y = exp.T, X = dexp,(w). 


在 等 同 (M.)7 与 M: 之 后 , 令 VQ) = expt(T + uw), 4 UG) 


s OR o 


是 17。} 的 横 截 向 量 场 在 7。 上 的 限制 。 由 第 89 页 的 (8) 可 知 
UC) IBS 7o 的 Jacobi 场 并 满足 : 
U(0)=0, U(0)= w, Uli)=dexp,(w) =X 
在 M 中 令 Te) = exp.1(@(T) + 20(w)), & TCD 是 {ra 
的 横 截 向 量 场 在 7Y。 上 的 限制 。 同 理 U 是 沿 着 r 的 Jacobi 场 
FH 7 (0) 二 0, UV(0) = O(w), 由 于 
p7 u(t) = exproPo exp7!( expst(T + uw)) 
一 exp, O(2(T + uw)) | 
= exp /t(@(T) + uplw)) = re), 
所 以 d p(UG@)) = UG), ABE dp(X) = dp(D0(1)) =U"), 
因此 我 们 只 须 证 明 17(1D)1 = V'O. 
Sh BUTE a UBER 7o,76 取 么 正平 移 标 架 场 {6,(2),---,¢,(2}, 
TOMTA OR 使 得 
ci(0) 一 e 0) = ei, Wi, 


id 
UG) = 之 ZOG OF U @ = 之 LOKON 
令 
V — XC) 
, fe) COJ 
因为 引 理 12 故 有 


Pianu) = [FoI NR vanun Vole) } 
aoe 2 U(#), Tole 
— Il? f(u — SOs LOD» OB)? 
HF Croles, %o(s)) 一 (70(0), %o(0)) = (TT), CG), 02) = 
(T, e) 于 是 
ÜG) + Riwan) = 0 
就 相当 于 


file) 十 之 GEIT o; 一 CTeT ej} = 0, Wi, 


此 外 由 UCO) = 0, ÙO) =w 可知 {fi} 满足 下 列 微分 方程 
j; + >; fiel T|; — eT, e:XT, e} =, 
(0) =0, 
fi(0) = (w, e:i), - 

其 中 I<Li<a, Be 


fi + 2 file [BCT) NB — e€O(T), €))(O(T), ef} = 0, 


f:(0) = 0, | 
f:(0) = (O(w), ci). 


basil = |®(T)|?,(T,€;) = (O(T),®(e;)) = (G(T), et) 
和 Cw, ei i> = (O(w), P(e; )» = (O(w), Ci S$ 改 由 敏 分 方程 解 的 
唯一 性 得 f(2) = 0), Vi, Ve, 所 以 


VQ) = DG) = Dy GDY = |v"), 


这 就 证 明了 当 e = 0 或 一 1 时 的 定理 10, 
至 于 “ 一 十 1 时 的 情形 ,不 妨 假 设 M 一 8 。$ 4 中 关于 S" 上 
测 地 线 的 讨论 使 我 们 看 到 ,如 果 x 是 re” 的 对 径 点 CR z= 
—x), Wl) expzl3 一 {#}> St 是 确切 定义 的 C” 了 映射 ， 因 此 我 
们 可 用 与 前 面 类 似 的 公式 p 一 exzp-ogoexpzl 来 定义 p: S*— 
{x} 一 M'。 Hee 一 0 或 一 1 时 的 讨论 可 以 逐 字 搬 过 来 , 从 而 证 得 : 
TP 是 一 个 局 部 等 虐 映 射 (未 必 是 一 个 整体 等 距 , 因 为 在 8 的 像 集 上 
exp, 是 不 是 微分 同 忠 , 我 们 还 不 清楚 )， 我 们 用 下 面 一 个 办 法 将 
P 扩 充 到 整个 S 上 。 取 ze 一 {zr， Fh 令 了 一 一 z，#' 一 
w(x)， 因 ?是 局 部 等 距 故 有 交换 图 表 
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fexr: expe 


| S — {2,3} —> M’ | 

id dg:Si> My 为 下 H p= exp,Woexp;* 定义 p: S* 一 
{2} 一 M’. 用 与 上 面相 同 的 推理 可 知 上 是 一 个 局 部 等 距 映 射 , 在 
S*— {7,3} 上 

p = exp rodpoexpz = exp yopo exp}: = pa 
因此 令 p) 一 g(x) 便 将 9 扩张 到 整个 S E, MERSI p: 
5* 一 M 是 C” 且 局 部 等 距 的 .由 引 理 9 可 知 P 是 一 个 覆盖 映射 ， 
再 由 M 的 单 连通 性 即 知 p 是 一 个 整体 等 距 。 此 外 我 们 由 9 的 定 
MAR] dqp(ei) = ep 这 就 证 明 了 定理 10 的 存在 性 部 分 ， 下 面 引 
理 13 表明 : 这 里 的 ?是 唯一 的 . 

“ 引 理 13 设 p, pM >N 是 黎 曼 流 形 间 的 两 个 局 部 等 中 
BMH EM, ple) = pl) = EN, FA dpl) = 
dgil*#):M.—> Ny, ABA gp = pn 其 中 dopi) 表示 dp 在 M. 
上 的 限制 . | | 

定义 M 的 一 个 子 集 

= {y€ M: pı(y) ama pay) BL dp, (y) = dp.ly) }. 

由 假设 知 eH, tk Z FES. MR ye 乡 ， 则 存在 8 > 0 使 
得 expy: B(5) 一 M ERDARAN, H B) = {XE My: 
|X| 一 35}。 由 (5.6) 图 表 的 交换 性 可 知 expy(B(5)) CY, Mit 
S 是 开 集 。 由 连续 性 讨论 可 知 S EVAR. 再 由 MM 的 连通 性 最 
后 得 S=M. 证 毕 . 

定理 10 有 一 些 值得 注意 的 推论 。 首 先 当 M 一 M hf, 定理 
10 直接 推出 | 

推论 14 设 M 是 一 个 5 维 完备 单 连通 黎 曼 流 形 , 则 M 是 空间 
形式 当 朋 仅 当 对 任 闹 r, EM 和 Mr Me 中 任意 么 正 奈 架 
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te efe ss ss e+}， 存 在 一 个 等 距 映 射 p: M -> M 使 得 
p(x) =x, dole) =e, Vi, 

这 个 推论 表明 ， 任何 单 连通 空间 形式 必 是 一 个 齐 性 黎 曼 流 形 . 
特别 常 曲率 为 一 1 的 流 形 A ($4 中 定义 的 ) 是 齐 人 性 的 ， 如 果 从 
SK 4.2) 写 出 的 双 曲 度量 来 看 , 这 样 的 事 远 不 那么 显然 。 定 理 
10 也 推出 这 些 空间 形式 是 两 点 齐 性 的 ， 所 谓 M 是 两 点 齐 性 的 是 
指 , 对 任意 Po Pas Mo QE M, dpi» P2) = d( qi, Q), 则 存在 一 个 
F E Rk AT p:M 一 M E glp) = gq， plah) = Q. 

PRED 所 有 音 填 通 空间 形式 是 两 点 齐 性 的 . 

证 明 设 PisPas9is92 是 单 连通 空间 形式 对 中 的 点 ， d( Pis Pr) 

= dlls 91) 一 a $ b, ELO, 0] > M 是 正规 测 地 线 ， 使 得 
ECO) = p, Ela) = pas ECO) = qis E(a) = d 

CRT 0, & 的 在 在 性 请 见 $ 3 中 推论 7)。 分 别 在 M, Ma 中选 

ATER (ei,……,es}、{e1, ,en} 使 得 o 一 5(0),ei = È(0), 

那么 定理 10 给 出 一 个 等 距 映 射 p: M 一 M HE dple) = ej. H 

EEL ole) = qg; i 一 1,2, WE. 

别 霹 了 定理 10 BS 4 中 定理 1 的 唯一 性 部 分 (存在 性 部 分 
当时 已 经 证 了 ), 于 是 $4 中 那 定 理 现在 证 全 了 。 

最 后 给 些 说 明 ， 告 知 关于 李 群 的 一 些 事 ,假设 M 是 一 个 4 维 
黎 曼 流 形 , 经 典 的 Myers-Steenrod Æ Min: M 的 等 距 群 F(M) 
是 一 个 李 群 (不 一 定 连 通 儿 人 参阅 [KN, I] 239). F(M)B 
维 数 量度 流 形 对 称 性 的 大 小 .在 一 般 情形 下 ,我 们 料想 ,> (M) 一 
(EARN) BA | 

dim7T(M)<n+ (tb 
把 dim7 (M) 的 上 界 写成 这 个 和 的 原因 现在 看 来 是 显然 的 ,可 这 
么 来 看 ， 令 FM) 是 M 的 么 正 标 架 丛 , 即 FCM) = {Celery eos, 
cen?):XxE Mteil 是 M, WAERME). 固定 (os Leis teg en }) 
EFM), HER SET (M), E ob) =(b(40)s {dpe +, 
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dy(e,)}), 这 就 定义 一 个 映射 ep: 7 (M)—> F(M )、 可 以 证 明 P 
E C” 非 奇异 的 并 且 e(S (MD)) 是 FCM) 的 闭 集 。 由 引 理 13 
Wt: 2 是 一 个 殿 人 ,因此 oT (M)) 是 FCM) 的 一 个 闭 子 流 


形 ,而 FM) 的 维 数 丛 是 = 十 (于 二 对 ,这 就 给 出 TLR. mR 


M 是 单 连通 的 ,推论 14 指出 : 这 个 上 界 能 达到 当 且 仅 当 W 是 空间 
形式 。 当 不 假定 单 连通 性 ,那么 结论 中 一 定 包含 实 投影 空间 (参阅 
[K7] 第 46 页 ). 

自然 地 想来 ， 对 任意 整数 k, 0<k<S Z(+ a), 存在 一 


Nn BRS RIMES dim7(M)=k, 但 是 关于 dim7(M) 
有 一 个 著名 的 间隙 现象 ,否定 了 这 种 设想 . 那 是 说 ,如 果 n 4, 又 


如 果 二 az 一 ID) 十 1< 《< 志 (w 十 x), 则 无 这 样 的 流 形 ， 进 


而 若 n> 4, 满 足 条 件 dimF(M ) -> n(n 一 1) 十 1 的 流 形 M 


能 完全 地 分 类 (参阅 [K7] 第 I 章 $3). 
习题 4 在 一 个 常 截面 曲率 的 流 形 ( 不 必 是 完备 的 或 单 连通 的 ) 上 , 每 一 
个 沿 测 地 线 7:[0, 65] 一 M 的 正常 Jacobi 场 UC), $HD VO) HE 
时 , 试 证 它 是 “几乎 平行 的 ”"， 其 含义 是 : 存在 一 个 沿 7 的 单位 平行 向 量 场 
WO) 使 得 UC) = OWO), 其 中 tÆ LERA Co BBR, 
”习题 5( 习 题 4 之 逆 )，(1) 设 M 是 ~ .个 物 曙 流 形 ,re M, 又 假设 沿 着 从 > 
出 发 的 测 地 线 上 所 有 正常 Jacobi 场 都 是 "几乎 可 平行 的 ”。 ASEM 的 
一 个 向 量子 空间 ,在 * 的 一 个 小 邻 域内 令 S = expxd. 试 证 : 对 于 任意 测 地 
线 ?+:[0, 5] 一 M 使 得 #0) ¢ 5, 并 且 r([0,5]) cS, Mery $ 平移 
到 rż) 处 的 切 空间 Sy(5)。 
(2) 假设 与 (1) 同 , 试 证 : M。 中 所 有 平面 的 截面 曲率 是 常数 ， (可 以 先 
证 <RxyX, Z> 一 0， 其 中 X,Y,Z 是 M, 中 彼此 正 交 的 商量 .) 
”把 习题 5 称 为 习题 4 之 逆 , 其 原因 在 于 : 如 果 (1) 中 假设 对 所 有 * EM 
ERY. 那么 用 Schur RRC ULAR BH 84 页 ) 可 知 M 的 截面 曲率 是 常数 . 习 
题 4 之 逆 的 取得 主要 归功 于 E Cartan, 
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46 第 一 与 第 二 变 分 公式 及 英 初 上 的 应 用 


”本 节 参 考 文献 
[GKM], $54.1, 7.4, 7.55 5.2. 
[CE], 第 4 页 至 第 7 页 ,第 20 页 至 第 22 页 ， 第 98 页 至 第 
100 mW. 
= [GW3], §§1—2, 
 (LM1], $$§11 一 13 提供 了 另 一 种 途径 ,但 其 中 某 些 内 容 与 这 
”里 处 理 的 办 法 是 类 似 的 .) 


本 节 所 孝 虞 的 问题 是 : 给 定 一 条 曲线 7:[a, b] > M 后 ,如 
何 去 确 定 在 连接 Tla) I rO) 的 所 有 曲线 之 中 7 ERRA RD 
的 长 度 ? 一 般 情形 下 这 个 整体 问题 是 没有 解 的 。 但 如 果 我 们 限于 
在 7 邻近 的 那些 曲线 中 去 若 虑 ， 则 微 积 分 将 提供 如 下 的 回 舍 .把 
Y 谋 入 到 一 个 单 参数 曲线 族 {7。jocuncs 中 去 ,使 得 7 一 va, H. 

Yala) = Y(a), Yab) = 7(6), Wee {0, £j, 

并 验证 由 L(x) = (7, 的 长 度 ) 所 定义 的 函数 L:[0, e1 R E 
0 处 是 否 具有 局 部 极 小 值 。 如 LO) =0 R LO) > 0 (V R 
示 对 u AS) MW Le = 0 处 有 局 部 极 小 值 。 如 果 对 所 有 这 样 
的 单 参数 族 {7s}, 总 有 工 (0) 一 0 L0) > 0, 于 是 这 条 曲线 
7 和 邻近 于 7 OMA RAR, 的 长 度 为 极 小 。 

为 此 ， 我 们 必须 利用 M 上 的 几何 数据 来 推导 L'(0) 及 L”(0) 

的 详尽 的 计算 公式 ,然后 我 们 将 给 出 这 些 公式 的 某 灶 简单 的 应 用 ， 

在 这 些 应 用 中 较 实 质 的 是 Synge 定理 (定理 7) BARIERE Y 
中 距离 函数 的 整体 凸 性 (定理 3), = 
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考虑 一 个 C” 长 方形 映射 Ta, b] X (0, ce] 一 M ,使 得 
: (1, u) > Y.G), | 
这 个 单 参数 曲线 族 {7w} 的 基 曲 线 7。 为 给 定 的 曲线 Y， 与 前 相 
仿 , 设 L(w) = LO.) 注意: 为 了 今后 方便 起 见 , 我 们 一 开始 先 
不 假设 
Tala) = Y(0) 及 7,(b)=7(b), Vu. 
令 U 是 {7。】 的 横 截 向 量 场 , 而 了 是 切 于 所 有 曲线 ye 的 向 量 场 ， 
并 记 住 $1 末 关 于 映射 上 的 向 量 场 及 诱导 联络 的 讨论 。 我 们 现在 
开始 对 L'(0) 及 L”(0) 进行 计算 ,为 了 方便 起 见 , 不 妨 假设 : 
是 基 曲 线 Y 的 弧 长 参数 ,所 以 Iži 一 1. | 
由 | b 
LU) =| rid 
知 oo 
Lu) = | 2 VOR, TAD). 
但 被 积 项 为 
U/<T,T) TD hr, po7) = Len, DU), 
这 里 利用 了 LT, V] = 0. 于 是 


L'(«#) = | ir ———{T, DU) jest (0.1) 
特别 对 «= 0, 我们 有 | 
1 cr, DP ea) ~ ——{T(T, U)— (DT, UY} law 


iT] PT 

-世人 办 一 Do uy} a. 
”如 通常 那样 ,用 表示 D;7, 我 们 得 到 弧 长 的 第 一 要 分 公式 
L'(0) = 70), UN —| GFOUO) (62) 
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”其 中 VG) 代表 Ul). 注意 ; 我 们 在 这 里 并 没有 假设 
Yaa) = Ya), Yab) = 7(6), Vu, 
现在 我 们 来 给 出 这 个 公式 的 两 个 显而易见 的 应 用 . 
第 一 个 应 用 是 测 地 线 的 一 个 整体 的 特征 . 回忆 $3 中 的 引 理 
3 把 鹿 地 线 特征 为 局 部 长 度 为 最 短 的 曲线 ,但 从 整体 上 看 , 测 地 线 
一 般 不 一 定 是 长 度 最 短 的 . 
5l 理 1 wee 7:[o, 6]~>M 是 测 地 线 的 充 雪 条 件 为 : Ge 
长 度 函 数 关 于 所 有 正常 变 分 (7.) ( 即 所 有 s Y,a) 一 rla) 及 
7,(b) = rb) Bor = 70) 的 一 个 临界 点 . 
证 明 MERA, Ula) = U(b) 一 0, FE L'(0) 一 0 等 
价 于 


Ú Cz, Ujar 一 0，V 沿 7 的 向 量 场 0. 


这 等 价 于 对 所 有 治 7 的 和 铅 量 场 U, 在 [a,5] 上 成 立 《7，D7 三 0， 
这 相当 于 > = 0, 即 7 是 一 条 测 邮 线 。 证 毕 ， 

对 于 第 二 个 应 用 , 设 入 为 M 中 的 一 个 闭 子 流 形 , 且 设 EN, 则 
从 度量 空间 理论 知道 ,存在 ye NN, 使 得 

= d(x, y) = dlx, N) = inf{d(x, z):2€ N}. 

设 Y:[ca, b) > M 为 连接 x* 到 y 的 一 条 最 短 的 测 地 线 ， 

5122 7LN (BE 7(6) LN,). . 

证 明 设 Ye Ny, 只 需 证 明 《7?(5),Y) 一 0. 设 8:[0,el 一 
N 使 得 EO 一 Y， 设 {Yy 为 任何 一 个 单 参数 曲线 族 , 其 中 yo = 
Y HARBOR T, 连接 x 到 E(u), Voc [0,6]. HER: 这 个 单 参 
数 曲 线 族 的 横 截 向 量 场 口 必须 满足 Ua) 一 0， 进 而 ,因为 7 是 测 
地 线 ,所 以 站 一 0。 于 是 由 (〈6.2) 得 到 


/ L'(0) = È (+ (b), Y) (eo = KADY 
但 7 是 连接 x 到 yeN 的 最 短 的 测 地 线 , 所 以 L (0) =0, AE 
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得 (7(6),Y) 一 0， 证 毕 . 

现在 我 们 对 L O0) 进行 计算 。 由 本 节 一 开始 的 注 记 想见 仅 
当 L'(6) 一 0 时 ，L”(0) 的 计算 才 有 意义 ,于 是 我 们 可 假设 这 时 
7 到 Yo 是 一 条 正规 测 地 线 。 由 (6.1) 得 到 


L” (u) -| a(t. (T, DrU) ) dr, (6.3) 


IT] 
其 中 被 积 项 为 
Mer (T, Div) 


a (T 2 DU) + iT | (Dr, DV) 


(TT, U) — (Dr, UJ} + mT [Dru |? 


+r i 一 《了 ， RorU) 十 《DrzDoU， T >}; 


在 最 后 一 个 括号 中 ， 我 们 又 一 次 利用 了 IT, U]=0. 把 它 代 人 
(6.3) 中 去 ,再 令 u 一 0, 并 注意 在 * 一 0 时 有 
DOT =D =O, 17 一 17| 一 1 


-T 


及 
E (DrDuU, T) = $ d - (Dy, T), 
shat Lo, b] 上 的 任何 函数 ,用 六 代替 ot MURE DiU， 最 后 


我 们 得 到 
L'O) = [IOP =F, RUNO- KO, voy P 


a + Du, OLA 


“LO07。 


L”(0) = (Dy, 7》 [党 十 | (10O = (Rev). 
. — (4, UYY} (64) 
(64) BMRMOMIRPAR. 这 里 有 决定 性 的 项 是 涉及 曲率 的 
项 ， 有 时 我 们 把 《DoU, ?>》 攻 称 为 边界 项 。 如 fy。} 是 一 个 正常 
变 分 , 则 端点 曲线 vi> C0) 及 “上 -> 746) 是 常 值 的 ,所 以 
有 边界 项 。 

如 果 我 们 把 注意 力 限制 于 正常 变 分 ( 见 引 理 1)， 则 UC) H 
? 的 切 向 分 量 对 7Y 仅 起 了 重新 参数 化 的 作用 ， 它 并 不 改变 7 的 长 
度 ， 因 而 对 长 度 变 分 是 没有 贡献 的 ， 于 是 只 需要 考虑 变 分 的 正 交 
分 量 U), RIETI. 《Ut+,7)m=0, 记  - 

UO = UD + HN | 

XE (U, HA) = 0, Wi, MEIE Lo, 6] 上 的 一 个 CR 
数 ， 于 是 

[DOF ~ KG), VOY = ÜH + FGP — fey 

一 |U+(e)|?, 
再 利用 曲率 张 量 的 反 称 性 ,得 出 
l (Rigt, U) = Reutty U+ y 

于 是 (6.4) 等 价 于 

LO) = Dud, Hoyt + [HOP 


— (Ranot tle), UG) } de, (6.5) 
作为 第 一 个 推论 ,我 们 要 证 明 
定理 3 eM A I 流 
形 ， 固定 一 点 OEM, HEX p:M 一 [0, oo) 为 ple) = d(x, 
0)。 则 e 在 M 上 是 C“ 的 , 且 Do 在 M 上 为 正定 . 
BIR, RATE p 为 (相对 于 0 的) 距离 函数 ,并 用 记号 De > 
0 表示 Hessian D?o 的 正定 性 ， 在 R* 中 , wwo% R 中 的 原 
点 时 ,简单 的 计算 可 表明 : DX, X) 一 2|X)", 于 是 定理 3 是 
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RR: 中 这 个 明显 事实 的 一 种 推广 , f 

证 明 由 expo 的 定义 及 Cartan-Hadamard ER, p (e) = 
lepi l FH of 在 M 上 是 C” 的 ， 现 在 设 * 关 0， 且 设 
ve M。， 我 们 将 证 明 ; 如 e 0, 则 有 Delo) > 0, 设 tL, 
E] 一 M 为 一 条 使 得 O = v ASHE, 对 每 一 wE [0， eliz 
Ta:l0, r] >M AERO 到 
Cu) 的 测 地 线 (图 6.1), 这 里 
r= p(x)， 如 通常 那样 , 记 
Y=» HERS, ATE 
XEL, r] 上 ,7 是 一 条 正规 
测 地 线 。 对 这 个 单 参数 曲线 族 
而 言 ,未 端 曲线 ( 即 常 值 曲线 O 
和 曲线 是 测 地 线 , 因 此 (6.5) 
WARNAE. TE 


L” (0) 一 f { fron — Reo wt. ut) yas 


> | TUH |’ds, (6.6) 


这 里 用 到 了 截面 曲率 < 0 KER. 现在 
Do’ (v, v) = Clot umo — (Dim) (I 82 02.5) 


CO “(因为 5 是 测 地 线 ， 


a) 


m2 EoD t 2 (E ES], 


一 2rL"(0) + 2{L'(0)}; 


这 是 因 为 由 Cartan-Hadamard 定理 ， L(Y) wm = d(0, $04)) = = 


et)， 于 是 由 (6.6) 及 (6.2) 得 到 
Drp(os o) > 2r | VOOLA + 2l, KOF. 
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"BUR (oy 7D) = 0, 因为 UC) =o, 于 是 由 S 的 引 理 4,D 是 - 
一 个 正常 的 Jacobi 场 。 因为 U(r) =e 0, POU ABER. | 
的 ,于 是 0 =U. WLU AMAT 4 ,因为 如 已 是 平行 的 ， 则 由 
UCO) = 0 EMU = 0 而 与 的 韭 平凡 性 矛盾 ， 干 是 得 到 
(10t >0 及 Delo, v) >0, 


如 《v, 7(r)> = 0, 则 当然 有 D'el) > 2w, ?7(7)》 > 0， 因 
而 我 们 已 证 明了 在 M 一 {0} 上 有 D>. wE, 
Dt Mo 上 为 下 定 一 事 与 曲 率 无 关 。 这 一 点 在 下 面 的 引 理 
中 将 被 证 明 . 
引 理 4 设 M 是 一 个 任意 的 黎 曼 流 形 , 令 OGM, Aik e: 
M 一 R 是 相对 于 oO 点 的 距离 ， 则 pr 在 0 的 一 -TERK o 中 为 
c”, ELE Wo 中 有 D’ p’ >0. 
证 明 i {z5 ooe x"} 是 在 0 的 一 个 邻 域 2 中 以 0 为 中 心 
的 法 坐标 系 ( 见 $4 的 (4.10))， 由 (4.10) 知 ， D'o 在 Mo 上 正好 
是 Mo 中 内 积 的 两 倍 , 即 
Dolu, w) =2{0, w}, We,we Mo, 
PLEO, Der > 0， 于 是 在 0 的 一 个 邻 域 KUCU 中 有 ` 
D’p’> 0, 
证 毕 . / : | 
现在 我 们 给 出 定理 3 及 引 理 4 的 几何 解释 .我 们 先 复习 一 下 
单 变量 函数 凸 性 的 概念 ， 函 数 fle, 5] 一 RR 为 凸 的 充 要 条 件 是 
f(a 十 (1 一 2)m) < Cx) + A aa), Vrs me La, bE 
Viel0, 1]。 从 图 形 上 看 ， 这 意味 着 连接 f 的 图 上 任何 两 点 的 纺 
必 位 于 图 形 之 上 方 , 即 轿 形 是 向 目的 ， 如 图 6.2。 这 样 定义 的 凸 
函数 必定 是 Lipschitz 连续 的 ( 见 【R3])。 对 我 们 来 说 ,重要 的 事 
是 要 认识 到 ; 一 个 C” 函 数 了 为 凸 的 充 要 条 件 是 So. 这 能 
通过 考虑 f 的 二 阶 Taylor 表达 式 而 被 证 得 ,但 是 对 于 C BH, 
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可 十 分 容易 地 导 人 严格 凸 的 概念 : C” 函数 f 是 严格 凸 的 , 当 且 仅 
当 f >, | | 

设 M 是 一 个 黎 曼 流 形 ，f: M 一 R 是 一 个 实 值 闵 数 。 FAD 
的 充 要 条 件 是 它 对 每 一 条 测 地 线 的 
限制 成 为 一 个 单 变 量 的 凸 匈 数 .由 7 
此 可 知 ，M 上 一 个 C” 函数 FH 
的 充 要 条 件 是 对 每 一 条 测 地 线 有 
(for) >0, 由 $2 的 (2.5) 知道 ， 
M 上 的 C” pa 了 为 凸 的 充 要 条 件 
是 :对 M 上 的 所 有 向 量 w。 有 Do, 
v) 之 0， 即 在 每 点 处 Df 是 半 正 定 
WN, ee Df 之 0， 注意 : 类 ”图 6.2 
似 地 ，M 上 一 个 C” 函数 了 是 严格 凸 的 充 要 条 件 是 它 对 每 一 条 测 
地 线 的 限制 是 一 个 单 变量 的 严格 凸 函 数 ， 由 上 述 相同 的 理由 , f 
为 严格 凸 的 充 要 条 件 是 Df > 0. 注意 ; 我 们 仅 对 C” 函 数 定义 
了 严格 凸 性 ， 
习题 1. R* 的 一 个 开 集 9 被 定义 为 凸 的 , MAES 9 上 的 任何 两 
点 的 直线 段 整个 地 落 在 2 之 中 。 设 在 0 上 配备 着 从 EP 的 平坦 度量 所 诱导 
的 度量 ,证 明 : | 

(1) MORGAN, 1:9->R 是 一 个 凸 函数 , 则 7 在 9 x R 中 的 图 (注意 
不 是 在 Rx R 中 的 图 ) 是 9 x R 的 一 个 凸 了 于 集 的 边界 ; 

(2) HOH. Ai 天 0 一 民 为 一 个 任意 实 值 函 数 ,使 得 它 在 0 x R 
中 的 图 是 Ox R 的 一 个 凸 子 集 的 边界 ,于 是 /是 一 个 凸 函数 ; 

(3) 假设 对 每 一 *6 5, 存 在 * 在 R 中 的 一 个 邻 域 27. RE 2n WY 为 
凸 ,于 是 9 为 凸 ， 


现在 ,任意 黎 曼 流 形 中 的 一 个 子 集 0 FHS HANN 
连接 0 的 任何 两 点 的 任何 测 地 线 整个 地 位 于 o 之 中 ,如 果 对 任何 
Z, yE Q, #9 内 有 最 短 的 测 地 线 连 接 25 Ys Rte x 到 | y 的 任何 
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Tr = ny 


最 短 的 测 地 线 都 位 于 9 之 中 ， 则 称 Q9 是 凸 的 。 由 Cartan-Hada- 
mard 定理 知道 , 在 具有 非 正 截面 曲率 的 完备 单 连 通 黎 曼 流 形 上 ， 
Ee Ue r: l¢,6] > M 是 一 条 最 短 的 调 地 线 ， 因 而 凸 集 也 是 
Sra. 一般 地 ,下 述 例子 表明 这 两 个 概念 之 间 存 在 着 一 个 差异 ， 
让 我 们 在 这 里 再 引 人 一 个 术语 ， 对 点 OGM, 集合 
{xe M:d(0, x)<r} 及 {xe M:d(0, +) <r} 
分 别称 为 以 0 为 心 ,半径 为 r(r € R") 的 开 测 地 球 及 闭 测 地 球 ， 在 
此 术语 下 、Hopf-Rinow CHAS: TR Se MIE E f HI IE EAR FEAE 


-Ar SE m Th A TE xe. hha 
OBR AS FILINI ALOR FE Bs IY, 


Ail 在 单位 球面 SCR 上 半径 入 zj/2 的 开 测 地 球 是 凸 的 ， 
但 不 是 全 凸 的 ， 见 图 6.3(a)， 半径 r( xz/2 <r <x) 的 开 测 地 球 
其 至 不 是 是 的 ,如 图 6.3(b) 所 示 。 半径 为 /2 的 闭 测 地 球 了 3( 即 闭 
半球 ) 不 是 凸 的 。 这 是 因为 对 这 样 一 个 球 了 及 对 OB 中 的 任何 对 
Rx Aly, OB 的 一 部 分 提供 了 连接 * 到 3 的 一 条 最 短 的 测 地 
线 , 它 位 于 3 之 中 ,但 也 还 存在 着 无 限 (不 可 数 ) 条 连结 Bly 的 最 
短 测 地 线 ,除了 两 端点 * 及 ?外 ,它们 位 于 下 一 B zt, 


(a) | C) 
图 6.3 
例 2 R HHEH (Cx, y, z)ize R, # +y = 1} 提供 了 
类 似 于 上 面 的 现象 。 半 径 Sr/2 的 开 测 地 球 仍 为 上 四， 但 不 是 全 也 
的 。 但 所 有 半径 > 有 /2 的 开 的 或 闭 的 测 地球 甚 至 不 是 凸 的 。 
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”习题 2， 对 柱 面 证 明 上 述 最 后 的 结论 ， 

下 列 引 理 提 供 了 凸 函数 与 凸 集 之 间 的 联系 。 

引 理 5 (1) 设 rz:M 一 R 是 定义 在 一 个 任意 的 黎 受 流 形 M 
上 的 一 个 屿 函数 。 定义 水 平子 集 M,(ce 民 ) 为 
M, = {xe M:r) <c}. 
则 端点 (a), V(b) ERAM. 中 的 任何 测 地 线 7:[o,6] 一 M 
必 整 个 地 位 于 M. zp; | 

(2) BPRMARS, MPR HG, Mr 的 所 有 水 平子 集 

M。 Hache, 

TA (2) 是 (1) 的 平凡 推论 ， 而 (1) 得 自 事实 : 单 变量 的 凸 
函数 必 在 其 定义 域 的 端点 处 达到 其 最 大 值 。 证 毕 . 

现在 ， 定 理 3 的 几何 解释 是 ;对 非 正 的 截面 曲率 的 单 连通 完 
备 的 黎 曼 流 形 ， 它 的 所 有 的 测 地 球 ( 开 的 或 闭 的 ) 都 是 全 凸 集 。 特 
All ,这 样 的 流 形 上 每 点 都 是 全 凸 的 ( 即 等 价 地 ;对 每 一 *k M ,不 存 
在 非 平 凡 的 测 地 线 Tila, 5] > M 使 得 7(4a) 一 7(5) = x). 如 
在 黎 曼 流 形 M 中 只 存在 一 个 全 凸 紧 致 子 集 入， 则 它 蕴含 着 深远 的 
拓扑 含义 , 即 自然 包含 KM 是 一 个 同 伦 等 价 ([CE], 第 147 
页 )， 对 非 斑 截 面 曲率 的 黎 曼 流 形 中 凸 性 的 更 系 绕 的 讨论 ， 可 见 
[BO], 定理 3. 对 这 种 流 形 上 函数 论 的 影响 的 讨论 . 存 .[GW31 .有 
前 在 黎 曼 几何 的 范围 内 对 凸 集 的 兴趣 将 特别 围绕 着 Gromoll- 
Meyer 的 文章 , 见 [GM]. R. Walter 的 概括 性 的 文章 [W2] 给 
出 了 在 此 领域 中 直至 1981 年 所 知道 的 包罗 万 象 的 内 容 。 对 于 连 
续 凸 函数 的 一 般 的 讨论 可 见 [GW2], 也 可 看 [GS3]， 

现在 我 们 给 出 引 理 4 的 几何 解释 : 

定理 6(J. H. C. Whitehead) ERB HHL, 每 一 -KAK 
一 个 凸 邻 域 . 

证 明 AE x€ M, 设 8 是 一 个 正 数 ,使 得 : (1) exp, 在 M， 
中 半径 为 8 的 球 B(s) 上 为 微分 同 胚 ;(2) B(x) = exzp:B(e) 在 
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 M 中 有 紧 致 闭 包 ,以 及 (3) 如 用 Pp 表示 到 * 的 距离 , 则 pr 在 B.C) 

上 是 C" 及 严格 凸 的 ( 即 引 理 4。 根据 $3 的 引 理 1, 我 们 也 可 假 

设 8 是 如 此 小 ， 以 致 对 每 一 ye B(x), exp, 是 在 My 的 半径 6. 

的 球 上 的 一 个 微分 周 耳 ,现在 设 5 = s/3， 我 们 将 证 明 : 以 zx 为 
心 ，8 为 半径 的 开 测 地 球 是 一 个 凸 
集 ( 图 .6.4)， 

ix ye Bile), 我 们 先 证 明 
Bs(x)CB.(y), (这 里 Be(y) 是 以 
y 为 心 ,半径 为 8 的 开 测 地 球 )， 这 

是 因为 对 每 一 个 zE Bal) 有 
dz, y} Cd(z, x) + d(y, x) 


<+ =e, 


B, Cx) 


图 6.4 
现 由 $3 的 定理 2,B,(y) 一 «xps B(e), 这 里 的 Ble) 是 My 中 
半径 为 8 的 球 ,使 得 Bs(x) 中 每 点 zx 能 用 一 条 最 黎 的 测 地 线 上 将 
它 与 Y 连接，。 现 在? 必须 位 于 Bw) 之 中 ， 这 是 因为 从 Bs(x) 
的 一 点 发 出 的 曲线 ,如 果 它 离开 了 B) 又 返回 Bs(x), 其 长 度 
Ht > 2(e — 6) = 46/3, 而 与 LO) < 8 FE. WARSA 5 的 
(1) 知 CC B(x), Ay, z 为 任意 ， 所 以 BC) 的 任何 两 点 能 
用 位 于 Bo) 中 的 一 条 最 短 的 测 地 线 相连 接 。 前 面 的 论证 已 经 
”表明 ,这 样 的 最 短 测 地 线 是 唯一 的 ， 证 毕 ， 
注 记 。 上 述 证 明 能 被 用 来 对 具有 线性 联络 的 流 形 证 明 一 个 
类 似 的 定理 ( 讽 [KN, I], 第 149 页 )， 事 实 上 ， 这 是 Whitehead 
的 原始 的 定理 。 凸 邻 域 的 存在 性 能 使 许多 局 部 性 的 论证 变 得 容易 
些 。 进 而 ,在 层 的 上 同调 理论 中 需要 用 到 凸 邻 域 . Oh [W7] 中 第 
107 Ti.) 
第 二 变 分 公元 的 第 一 个 应 用 是 下 Wl se wb J. L. Synge E 
m, 
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定理 7 (J. L. Synge) 如 M 是 正 截 面 曲率 的 偶数 维 紧 致 定 
向 黎 曼 流 形 , 则 M 是 单 连通 的 ， 

在 给 出 正式 的 证 明之 前 ,我 们 应 对 可 定向 性 的 定义 作 些 解释 ， 
存在 着 许多 等 价 的 定义 ,然而 就 我 们 所 知 ， 最 合理 的 讨论 是 在 
[GKM] 的 $7.4 中 , 这 里 采用 的 定义 是 : C” 流 形 M 为 可 定向 的 ， 
当 且 仅 当 在 M 上 存在 一 处 处 非 零 的 C” 的 #- 形 式 (n = dimM ). 
这 个 定义 技术 上 处 理 起 来 是 方便 的 ， 同 时 它 也 是 十 分 直观 的 ; 这 
样 一 个 w- 形 式 w@ 把 在 每 一 M。 中 的 基 {e,} 分 成 两 类 ,一 类 满足 
WCCy +5 64) > 0， 另 一 类 满足 olette) < 0。 称 第 一 类 
基 为 顺 向 的 ， 由 线性 代数 的 知识 知道 ， 如 两 组 基 都 是 顺 向 的 ， 则 
其 中 一 组 基 关 于 另 一 组 基 的 矩阵 有 正 的 行列 式 ， 这 表明 我 们 现在 
所 采用 的 定向 性 的 定义 与 通常 用 行列 式 表 出 定向 性 的 定义 之 间 的 
对 于 定理 7 的 证 明 ,下 列 简单 的 观察 起 了 一 个 重要 的 作用 . 换 
言 之 ,如 Yla, 5] 一 M 是 在 定向 黎 曼 流 形 M 中 的 一 条 曲线 ， 且 
如 {es} 为 M ra) 中 与 M 的 顺 向 基 , 于 是 Mro 中 的 基 {P"(e;)} 
也 是 顺 向 的 ,这 里 P: M ra 一 Mro feta Y 的 平行 移动 ， 为 证 明 
这 一 点 , 设 {ei(z)} 是 沿 7 的 平行 向 量 场 的 基 , 使 得 对 每 一 个 i, 有 
e;(a) = Cis 设 2 为 M 的 定向 n-A.» NI t > w(e(t), ZETA O) 
是 在 [a,b] 上 处 处 非 零 的 C° MM ee = < 处 为 正 ,于 是 必 
处 处 为 正 .因而 oleh), +++, e.(5)) > 0. 于 是 P Ce) = elb), 
vi， 确实 是 顺 向 的 ， 特 别 考虑 7 为 一 条 闭 曲线 的 情形 ,譬如 x = 
(a) = 7(6), 由 前 面 的 议论 知道 {P(e} 关于 le} 的 矩阵 有 
正 的 行列 式 ， 等 价 地 说 ,线性 变换 PM. -> M, 有 正 的 行列 式 ， 
因为 PP” 是 一 个 正 交 变换 ,所 以 行列 式 为 十 1， 综 上 所 述 , 有 

引 理 8 r:a, 5] >M 为 一 个 可 定向 的 黎 曼 流 形 M 中 的 
一 条 闭 曲线 ， 使 得 x 一 rla) = r), WE 7 的 平行 移动 同 构 
P';M，, > M ;有 行列 式 十 1, 
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定理 7 的 证 明 ”假设 M 不 是 单 连通 的 ,我 们 需要 证 明 ， 这 时 
M 具 有 一 条 闭 曲 线 7:10, 5] -> M， 使 得 在 M 中 所 有 不 同 伦 于 E 
的 逐 段 C” 闭 曲线 中 , 它 的 长 度 为 绝对 极 小 。 如 这 一 点 已 证 明 , 我 
们 就 能 用 下 述 方式 推出 矛盾 .首先 ,这 条 7 必须 是 一 条 闭 测 地 线 ， 
. 即 7 是 测 地 线 , 且 7(0) 一 7(5)， 这 是 因为 7 必须 局 部 长 度 极 小 
(Blan p, 为 村 的 位 于 7Y 上 的 点 , 且 p, 9 充分 接近 ， 则 7 上 连接 一 
P 到 9 的 线段 为 在 所 有 连接 p,q 的 师 线 中 具有 最 短 长 度 的 一 条 曲 
线 ) ,再 应 用 $3 的 定理 2 可 知 , 7 是 一 条 正规 的 闭 测 地 线 . 设 x = 
"(0) = 7(6), 由 引 理 8, 平行 移动 同 构 P':M, >M, 有 行列 式 

， 如 果 把 Pe 的 特征 值 排列 成 

Aig Any etts Ajs Aj —1, > —1, 41, =», #1, 
aa an rn 

这 里 A, +++, 和 是 绝对 值 为 1 的 复数 。 AP 是 一 个 正 交 变 
换 , 且 dim M 为 侦 数 , LL A+ 1 为 偶数 ， 再 由 detPr = 1 可 推 
出 2 为 偶数 .又 因为 7 是 一 条 闭 测 地 线 ,所 以 Pr'(7Y(0)) = 7(5)， 
即 1 > 0,7 P 的 相应 于 特征 值 为 1 的 特征 空间 的 维 数 1 至 少 
为 2， 因 此 必 存 在 一 个 单位 向 量 ee M,, 使 得 Ple)=e, H 
el7(0), RURE 7 的 平行 向 量 场 ,使 得 UO) 一 。， 由 于 。 是 

/ Pr 的 不 变 向 量 , 所 以 U(5) 二 e. 现 
在 设 {7。} 为 一 个 单 参数 闭 曲线 族 ， 
使 得 7, 一 7, 而 且 它 的 模 截 向 量 场 
正好 是 U0,，( 这 样 一 个 族 必 能 找到 ， 
例如 可 By Y(t) 一 expr luUe) 
( 见 图 6.5), 由 (6.5) 知 道 ， 这 个 单 
参数 曲线 族 的 弧 长 的 第 二 变 分 为 


L”(0) = | (DOF — Rivit, Utat, 
这 时 边界 项 没有 了 。 叉 国 为 Ut = Ule L700) UAF, N 
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以 D+ 三 0, 于 是 由 正 截面 曲率 的 假设 知道 L'O) < 0, 这 说 朗 了 
对 每 一 个 充分 小 的 we 0, Ta 是 一 条 出 伦 于 7 的 闭 曲 线 , 且 比 7 
有 严格 短 的 长 度 ,这 就 产生 了 矛盾 . 

FERRIES: 在 所 有 不 同 伦 于 零 的 受 段 C” 闭 曲线 中 ， 存 
在 着 这 样 一 条 最 小 长 度 的 闭 曲 线 7Y。 因 为 我 们 假设 x(M) = 1, 
设 对 为 M 的 万 有 覆盖 空间 ， 且 z: 季 一 M MBSE, EM bE 
可 按 下 法 定义 一 个 流 形 结构 . M 的 坐标 邻 域 可 取 (OW ) 的 连通 
分 支 ,其 中 人 是 MM 中 任何 凸 邻 域 (定理 6). 进 而 , 设 {x*'，…,*x"} 是 
在 这 种 QB 中 的 法 坐标 ; 且 设 和 ;为 U ) 的 一 个 分 支 , 所 以 r: 
U: >U 为 一 个 同 胚 ,于 是 我 们 在 2 ;上 定义 坐标 函数 [ys 
y"} 为 光一 wor。 可 以 直接 验证 : (1) 衣 成 为 一 个 C” 流 形 ;(2) 
x 成 为 C” W submersion, Bl x 是 一 个 G” 映 射 ,使 得 dz 为 一 个 
AMADA TH eMM 为 满 映 射 ， 设 8 是 M 上 的 黎 曼 度 
E, EM LA 8 一 mr#8g 定义 一 个 黎 曼 度量 2. TE rM —> M 
成 为 一 个 局 部 等 距 ， 如 MM 为 完备 ,我 们 证 明 闻 也 是 完备 的 。 这 是 
因为 如 果 假 设 [0, 6) 是 章 中 一 条 正规 测 地 线 的 最 大 定义 域 , H. 
b<oo, Ii) x(7):[0, 5) 一 M 为 M 中 的 一 条 测 地 线 ， 因 为 M 是 
完备 的 , x(7)(5) 有 定义 , SU, x(7)(5) 三 x€ M K A x E 
一 个 凸 邻 域 , 且 6 二 ;使 得 zy \(aye BA, WO; Er (MW) 
包含 1 (a) 的 分 支 , 则 等 距 的 :cv > oe, ROUSE er) (其 
定义 域 已 超过 b) 到 2; 中 的 一 条 测 地 线 , 因 为 (7) 的 定义 域 可 
(i RE 以 外 ,所 以 ;中 的 相应 测 地 线 7 也 可 延伸 到 & 之 外 ,这 
就 与 (0,6) 的 最 大 性 发 生 矛 盾 .。 / 

上 面 这 一 女 议 论 对 所 有 黎 曼 流 形 都 成 立 ， 设 reM, HE 
zz) = {Ks aay … 小， 因为 我 们 假设 了 =: 好 一 M 为 一 个 非 平 
凡 的 覆盖 投射 ,所 以 xe) 至 少 有 两 个 元 素 , 对 对 中 从 x* 出 发 的 
每 一 条 曲线 二 EM 中 存在 着 唯一 的 赐 线 所 使 得 二 在 ee) 的 
一 个 特定 的 点 ( 警 如 说 x) 处 出 发 ， 而 且 eE) =F, KR E BER 
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XE E 的 以 % 为 初始 点 的 提升 。 而且 回 忆 : 
如 7:[0, 1] 一 于 为 一 条 以 * 为 基点 的 闭 曲 线 
(EE rO) = 71) = x), 则 Y 不同 伦 于 零 的 充 要 条 (6.7) 
HECA (SOK) x 为 初始 点 的 提升 了 是 以 
x (x) 中 不 同 于 2 的 点 为 终点 的 。 : 
现 设 邓 为 完备 、xe M 已 取 定 、 我 们 需要 证 明 : 存在 一 条 以 
x 为 基点 的 闭 昌 线 *， 它 在 所 有 以 x 为 基点 的 不 同 伦 于 零 的 逐 段 
6” 闭 曲线 中 具有 极 小 的 长 度 ， 由 (6.7), 如 ?是 季 中 连接 r Ca) 
的 不 同 元 素 的 一 条 曲线 ， 和 在 所 有 这 闪 由 线 中 只 有 要 小 长 则 曲 
线 Y 三 x( 了 ) 将 具有 所 希望 的 性 质 ， 
fr (YX) 一 {X15 Kis X35 ° * -fs | 
且 设 这 样 的 了 连接 了 点 x， Be, 且 xz r BA M RRR, 
所 以 仅 当 了 是 一 条 连接 2, 到 z, 的 最 短 的 测 地 线 ， 即 仅 当 了 的 长 
EWE L(y) = dlx, x) 时 ,Y 才 具有 这 个 极 小 性 质 。 于 是 浪 
P | 
1 == inf d(x,» Xa), 
且 我 们 希望 证 明 : FEB IS, 使 得 4 一 d(x;, *;)。 为 简化 起 见 
我 们 先 证 明 : | 
| 1 一 inf d(x'， xi). (6.8) 
其 理由 如 下 , 设 hM M ARAA MM 为 覆盖 投射 ， 
使 得 h(x,) 一 x,。 BM 上 C” 结 构 的 定义 ， 每 一 个 覆盖 变换 是 
CRS, 且 由 7 为 局 部 等 距 及 xoh 一 x 可 知 ，h 是 一 个 局 部 等 - 
PE. 因为 4 是 同 下 ,所 以 《欧美 征 一 一 个 整体 等 距 , 特 别 如 hlr) = 
X hs 册 
d(x,, x) = d(h(x,), &(x,)) = dn, ti). 
因为 p, q 是 任意 的 ,所 以 (6.8) 被 证 得 。 
因为 对 的 每 点 是 被 均匀 地 覆盖 着 ，( 即 对 每 点 ze M, > 
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iC) = ant ,总 可 找到 适当 的 邻 域 Gv ,使 得 MO) 的 
包含 x 的 分 支 ( 记 为 U1) 与 UW AR, MEKANA =F, 
Vii, HLL 1 >> 0。 我 们 进而 要 去 证 明 : 存在 着 某 个 了 > 1， 
使 得 A =d(2,5%,). 12 fxm) 为 xs 一 fx t 中 的 一 个 
序列 ,使 得 d(x, ee) >. 序列 {zn} 是 一 个 有 界 集 , 于 是 由 M 
的 完备 性 知道 ， 存 在 TEM, AEG {xn} 的 一 个 子 序列 {xp} 收敛 
于 %。 由 x 的 连续 性 ，2#e a(x). FRE ERT, 使 和 
z, 因为 1> OU > 1、 又 因为 os) 是 离散 的 ,所 以 仅 
当 对 所 有 充分 大 的 8 都 有 xe = x, TEE {xe} KAF x;。 于 是 
证 得 了 确实 存在 某 个 i > 1， 使 得 1 = d(x x). Mk 了 HE 
接 x, 到 x; 的 一 条 最 短 的 测 地 线 , 目 设 7 = zx(7)， 则 7 是 一 条 以 
x 为 基点 的 ,上 且 具有 所 欲 的 性 质 的 闭 曲线 . 
(注意 : 为 了 对 随后 的 论证 易于 理解 起 见 , 和 人们 应 当 看 出 : 7 

是 测 地 线 以 及 2 为 局 部 等 距 仅 蕴含 ?是 > : 
一 条 从 x 发 出 的 测 地 线 , 而 在 * 处 可 能 
会 有 一 个 * 角 点 ”, 见 图 6.6.) 

对 每 一 点 re M， 我 们 已 构造 了 一 
杀 闭 曲线 , 记 为 7,, 它 不 同 伦 于 零 , 且 在 6.6 y 
所 有 以 * 为 基点 及 不 同 伦 于 零 的 闭 曲线 中 具有 极 小 长 度 ， 如 y 守 
x, 可 能 发 生 L(Yy) < L(7,) 的 斑 藤 。 因 而 建议 我 们 去 定 以 一 个 
pe 9:M -> R, 使 得 olr) 一 L(Y,)。 可 以 证 明 @ 是 连续 的 .这 
可 在 M 中 用 e-8 的 方法 直接 论证 ， 也 可 以 把 它 转移 到 在 站 中 的 
提升 曲线 ?然后 在 各 中 去 讨论 。 现 在 我 们 第 一 次 来 运用 M 为 紧 
致 的 假设 ,因此 g@ 在 某 点 ne M 处 达到 绝对 极 小 ， 于 是 7,, 成 为 
一 条 在 MM 的 所 有 不 同 伦 于 零 的 逐 眉 C” 闭 曲线 中 具有 极 小 长 度 的 
曲线 ， 证 毕 . 

上述 证 明 是 美妙 的 ， 和 人 们 试图 将 它 推广 ， 用 极 小 曲面 来 代替 
” 测 地 线 , 但 没有 获得 大 的 成 功 .“ 如 mlM) < 1, 则 在 非 零 伦 的 闭 
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昌 线 中 存在 一 条 具有 极 小 长 度 的 曲线 ”这 一 事实 能 被 用 来 证 明 更 
TAA, 即 在 SM 的 映射 的 每 一 个 同 伦 类 中 ( 品 是 单位 贺 
局 ) ,存在 一 条 最 短 长 度 的 曲线 .而 通常 人 们 在 证 明 Synge 定理 时 
安利 用 这 个 更 强 的 结论 ( 即 “ 曲 线 的 每 一 个 自由 同 伦 类 中 有 一 条 最 
短 的 曲线 ), 而 事实 上 这 是 不 必要 的 . 

我 们 可 以 进一步 问 : u M 是 不 可 定向 时 定理 将 会 怎样 ? 或 者 
当 dim M 为 奇数 时 会 发 生 什 么 现象 ? 这 些 问题 都 能 圆满 地 回答 . 
为 此 我 们 必须 先 去 讨论 一 个 不 可 定向 流 形 的 定向 杜 盖 。 上 先 看 

See SMH M .下 列 各 点 是 等 价 的 : 

(1) M 为 可 定向 的 ; a 

(2) Vee M， 沿 以 * 为 基点 的 任何 闭 曲线 7 的 平行 移动 同 构 
P';M. 一 M， 的 行列 式 为 1; 

(3) 存在 te M， 使 得 沿 任何 以 x x 为 基点 的 闭 曲 线 7 的 平生 
移动 同 构 PM. —> M., 的 行列 式 为 1. 

证 明 1) = (2): 由 引 理 8 可 得 . 

(2) => (3); XA ALN. | 

(3) => (1): 固定 M. 中 的 一 组 么 正 基 {e ---5 ¢,}. 如果 
YEM 及 ?> 关 ** 取 连接 x 到 ?> 的 任何 两 条 曲线 r A TY Aik PP 
及 户 分 别 是 沿 7, 和 和 7; 的 平行 移动 同 构 M.M. hB, 
det ((P!}) oP?) 一 1， 于 是 线性 代数 表明 

PiledA-s-AP(e.) = Ped Ne N Ple) 
外 此 我 们 能 在 M 上 定义 一 个 反对 称 的 张 量 场 了 为 
TO) =e) Nee Ne O), YyEM,. 

这 里 {e;(y)} 是 M, 中 的 一 组 基 , 它 是 从 M。 中 的 基 {e} 经 过 
沿 * 到 ?的 任意 一 条 曲线 平行 移动 而 来 的 。 对 上 由 w(T) 一 1 所 
定义 的 n- 形式 到 就 确定 了 对 上 的 一 个 定向 。 证 毕 ， 

现 设 对 为 不 可 定向 。 在 每 个 M: 的 基 之 疝 导 人 等 价 关 系 
hy, 
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fe} ~ 人 SERS (e) 关于 Ut) 的 矩阵 的 行列 式 为 正 . 

这 样 就 把 每 个 M:。 中 的 基 分 成 两 个 等 价 类 ， 我 们 称 一 个 等 价 
类 为 M; 的 一 个 定向 。 一 个 给 定 基 {ei} 的 等 价 类 将 用 [ei] 或 
| €;> n., En] 表示 ， Wig 

M 一 {(x, w)ix€M, LÆ M, 的 一 个 定向 }， 
并 定义 映射 nM 为 x(x, 4) 一 x*。 在 点 (+, 2) EM LS 
人 如 下 的 邻 域 : 设 OW 是 x 的 一 个 凸 邻 域 ， 在 UY PREMERA 
{xz x*} 使 得 
u = Fe (x), oe, a G|. 
FES 
Pally, x’): [2 Gy), ..., 2 
d=\(y, we) ye WH op -|2 OPEET Sa o|. 


这 样 的 寡 所 组 成 的 集合 给 出 了 履 中 的 一 个 邻 域 系 ， 可 以 直接 验 
iE: 收成 为 一 个 CRE. 由 于 引 理 9, 它 是 连通 的 , H x: 必 一 
M 是 一 个 二 重 覆 盖 , 所 以 工 是 一 个 C” 的 submersion, (If EH 7 
的 证 有 明 )。 如 8 为 好 上 的 黎 曼 度量 , 则 $= xz*g YM LORSE 
量 , 于 是 + 是 一 个 局 部 等 只， 进而 ,如 MM 为 完备 ， 则 履 也 是 完备 
的 。 
由 引 理 9 易 知 , 雁 总 是 可 定向 的 . 称 x: 必 一 M 为 好 的 定向 
覆 益 。 于 是 只 要 通过 一 个 二 重 覆盖 后 ， 每 一 个 黎 曼 流 形 都 能 成 为 
可 定向 的 。 考 厅 到 这 一 点 后 ， 如 M 是 一 个 偶数 维 的 具有 正 截面 曲 
” 率 的 不 可 定向 的 紧 致 黎 曼 流 形 , 则 由 定理 7 知道 度 必须 是 单 连通 
的 。 因 此 定理 7 SOF | 

定理 7 (Synge) EMHRAERAMENKK SHEERS 
流 形 ， 如 果 M 是 可 定向 的 ， 则 它 必 为 单 连 通 ， 如 奢 不 可 定向 ， 则 
n,(M ) = Ži 

我 们 把 奇数 维 的 情形 留 作 下 面 的 习题 ， 
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习题 3. 设 M 是 一 个 正 截面 曲率 的 奇数 维 紧 致 黎 曼 流 形 .证 明 : MET 
定向 的 . GES: 利用 a: MoM, 并 模仿 定理 7 的 证 明 .) 

在 奇数 维 的 情形 下 对 基本 群 谈 不 出 很 多 内 容 。 例 如 ，42"+ 可 
作为 一 大 批 曲 率 为 十 1 的 紧 致 空间 形式 的 覆盖 空间 ( 见 1W8]) .与 
CABS RR, PRBS 十 1 的 偶数 维 空间 形式 的 个 数 问题 几乎 是 平凡 
AY. 

习题 4. (1) 设 8* HRY eRe, EM PR= ffz， —2}: 
ES} HEX | | 
nS yPR XY w(x) = {x,—x}, We €S*, 

IER: P.R 能 成 为 一 个 cr WE, HE x: SIP, R 成 为 一 个 submersion, if 

叙述 如 何在 P.R 上 导入 一 个 度量 ,使 得 = 成 为 一 个 局 部 等 距 ; 

(2) 如 型 是 曲率 为 1 的 空间 形式 , 则 M 为 紧 致 ; | 

(3) 如 M 是 曲率 为 1 的 2 维 空间 、 则 或 者 等 距 于 5* 或 者 等 距 于 
PLR (读者 可 假设 5* 中 所 有 的 等 距 都 是 由 Re 的 正 交 变 搞 所 诱导 出 来 
HG, UL 85 中 推论 15 后 的 一 段 评 论 )。 

称 习题 4 中 的 PR 为 + 维 实 射影 空间 . 习题 4 中 部 分 (3) 的 证 明 也 能 
Wh nt 
射 M, M., 分 别人 (45 为 在 M. M, 上 用 来 确定 定向 的 、 
处 处 非 零 的 形式， 如果 从 we, ---, e.) > 0， 我 们 可 得 出 
ofd 作 ce) +++. df(e,)) > 0, 则 称 了 是 定向 保持 的 。 

习题 5. CA. Weinstein), (1) AMARA ERE SK BRE RE 
EMR SHE. 证 明 任 何 定向 保持 的 等 距 0:M 一 M 必 有 一 个 固定 点 ; 

(2) 试 和 用 部 分 C1) 推出 Synge EM, | 

与 定理 3 及 引 理 4 相对 照 ,有 下 列 结果 : 

习题 6. (1) 给 定 0€ M, M 是 一 个 任意 的 黎 曼 流 形 。 设 。 是 相对 于 0 
的 距离 。 证 明 ; 在 0 的 邻近 , CRA Ct 的 
(2》 设 在 部 分 (1) 中 的 M 为 紧 致 ， 则 ?在 M 一 {0} 上 决 不 是 C 的 
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§7 Morse 指标 形式 和 Bonnet-Myers 定理 


本 节 参 考 文献 
[GKM], §§4.5, 7.3. 


[CE], 第 24 页 至 第 29 页， 


(对 于 木 节 中 的 材料 ， 在 [KN, I] 中 的 处 理 是 不 很 理想 的 ， 
[M1] 中 的 $$11—14 及 $19 处 理 得 很 漂亮 ,但 强调 之 处 咯 有 不 
A.) 


现在 我 们 希望 对 86 中 的 第 二 变 分 公式 (6.5) HEME — WO 
察 。 直 观 地 说 ,我们 暂时 把 L(Y) 想像 成 一 个 定义 在 M 中 所 有 曲 
线 rila, 6] -> M 的 “空间 ”上 的 函数 虐 。 我 们 用 @ 来 表示 这 个 
"S, E 中 的 “点 ”正好 是 M 中 的 一 条 曲线 ， 所 以 多 中 的 一 条 
“曲线 ? 即 为 $4 中 所 定义 的 单 参数 曲线 族 {y,}。 函数 LE >R 
对 多 中 一 条 “曲线 "( 即 单 参数 曲线 族 {r,}) 的 限制 就 是 以 前 称 
之 为 Llu) 的 函数 ， 即 Lu) 一 L(Y。)。， 于 是 第 二 变 分 L’(0) 
TERE L:@>R 沿 儿 中“ 曲线”{7。} 的 二 阶 导 数 。 
我 们 想像 在 R 中 的 类 似 情形 , 即 用 R 来 代替 多 , 用 通常 函 
数 f:R* -> R 来 代替 L, 用 R 中 一 条 曲线 8 来 代替 (7), 于 
是 L'O 的 替身 应 该 是 
T IEO 


但 是 我 们 知道 至 少 在 R 中 这 个 二 阶 导数 -性 EO 仅仅 是 
RG f 的 Hessian 在 向 量 ECO) 上 取 什 的 一 种 笨拙 的 方式 , 即 
A = DUCE), $0). OD) 
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从 微 积 分 中 我 们 知道 对 Dzf 进行 研究 要 比 对 更 原始 的 概念 “j 沿 
由 线 的 二 阶 导数 ”来 得 更 重要 ,因而 自然 地 要 间 ， 对 于 在 铬 上 已 
算出 的 L”) 的 全 \ 式 (6. 5)» TAE “L 的 Hessian 双 线 性 形 
N 9 | 

AKAMAI, 由 (7.D 可 见 , 知 道 了 


L IEC D| 


就 意味 着 知道 ramen Df 相配 的 二 次 型 Div, ove 
Meat? MMM), 也 中 为 了 从 二 次 型 中 恢复 出 双 线 性 形式 ,我 们 利用 众 
所 周知 的 恒等式 : Veo,weM,, Wee M, & 


Df, w) = > (D'ile + w, v t w)— De, v) 


— Diw, w)}, (7.2) 
这 就 是 二 次 型 的 极 化 。 它 提供 了 如 何 通 过 极 化 $6 的 公式 (6.5) 中 
的 LO), Mim “LAY Hessian” HHAH. FERTH 
按照 这 种 方法 去 求 “ 工 的 Hessian”。 上 述 讨 论 看 起 来 是 直观 的 、 
形式 的 ， 其 实 它 有 其 牢固 的 基础 。 只 楼 人 们 愿意 去 考 虞 相应 于 上 
AE 的 “曲线 的 Hilbert 流 形 ”"， 所 有 前 述 的 陈述 都 能 精确 地 作 
出 。 对 此 有 兴趣 的 读者 可 参看 [K3] 中 的 第 一 、 二 章 ， 
EY 是 一 条 正规 济 地 线 , iru} 是 7 的 一 个 变 分 , 即 ty 小 是 以 
7 一 7 为 基 曲 线 的 单 参数 曲线 族 。 设 忆 是 {74} 的 模 截 向 量 场 ,我 
们 在 本 市 中 总 假设 UOL G), Weele, bl BIZ 


L'O) 一 | {OOP — CRewwes?, UD) as 


-F 《DuauU， YCE) |2, (7.3) 


这 里 已 令 Lia) 一 L(Y.) MEFA HEZ H]: 
B 二 3B(a,2) = W Y 的 所 有 满足 XOLE) 
(vre (a,5)) WAKER C? May, 
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B, = Va, 6) 三 省 中 由 也有 满足 X(a) = X(6) = 0 
AY XC 所 构成 的 子 空间 
(3 是 德 文大 写字 母 V), SET 的 所 有 正常 变 分 ( 见 $6 引 理 1) 的 
模 截 向 量 场所 构成 的 向 量 空间 ， 于 是 如 果 {7.} 是 一 个 正 滑 变 分 ， 
则 (7.3) 成 为 


L'O) 一 | {10CD 一 《Roy，U)CDjdr， 


CRI L”(0) 仪 依赖 于 {7。} 的 模 截 向 量 场 , 而 不 依赖 于 (ra) 
的 本 身 ,于 是 L”(0) 是 一 个 定义 在 %。 上 的 函数 。 这 类 似 于 : 对 
R" ERX f 及 R" 中 一 曲线 £, 则 


< KED 
M45 00) 有 关 ( 见 上 述 (7.1))， 而 与 所 本 身 无 关 ， 由 此 就 可 导 人 
定义 : 
IX, X) = | ROP Rixt), XO Yd 
VX EV (注意 ; 不 是 在 3, 上), 这 里 久 三 Dy;X。 积 分 
: | XC) lds 

需要 解释 一 下 , 设 GCG= a la, = b 是 [cp] 的 一 个 
分 割 ; 使 得 在 每 个 [a;, J EX cC” 的 ， 于 是 定义 


Te 
| OPa = DT xP (74) 


我 们 回 到 1(X, X) ERA eX, oX) = Aw 1X, X). REBN 
可 以 定义 : 
i(X,¥) = — (U(X + Y,X + Y)— 1(X,X)— I(Y,Y)), 
YX ,YE 和 
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( 见 上 述 (7.2))。 简 单 的 计算 表明 
X, Y) = | KRO, FO) 
— (Rre Ce)s Y(z)) dr。 (7.5) 
现在 可 以 看 出 X, Y) 确实 是 双 线 性 的 ,上 且 对 xX 和 Y 为 对 称 。 称 
1(X,Y) 为 7 的 指标 形式 ， 它 首先 是 由 M. Morse SA GH, 于 是 
假如 变 分 {7。} RRR BES, 中 , 则 
L’(0) = I(U, U). (7.6) 

MERNRUAKBKENO: 7 的 指标 形式 的 代数 性 质 
和 7 与 所 有 邻近 曲线 相 比 较 的 极 小 化 性 质 之 间 的 关系 ， 在 给 出 精 
确 的 叙述 之 前 ， 我 们 能 通过 下 面 很 天 真 的 方式 给 出 一 个 粗糙 的 答 
R, 给 定 了 一 条 正规 测 地 线 >:[a,61 >M, 我 们 设想 端点 6 组 
慢 地 从 非常 靠近 起 点 a 的 初始 位 置 出 发 一 步 一 步 地 延伸 出 去 ， 当 
ERE o 时， 由 $3 的 定理 已 知 7 是 绝对 极 小 ,于 是 对 7 的 所 
有 正常 变 分 {rh A L (0) 之 0。 由 (7.6),7 的 指标 形式 在 S 上 
是 半 正 定 的 。 从 而 当 15 一 al 足够 小 时 ,我 们 可 以 期 望 指标 形式 
在 B, LEET, BEH b 逐渐 从 a 附近 移 开 ,人 们 必须 放弃 指 
标 形式 是 正定 的 希望 ,至 少 当 r(A) 越 来 越 成 为 共 轿 于 x(a) 时 ， 
“情况 更 是 如 此 。 其 理由 是 : 

引 理 1 假设 >:[e, 5] 一 M 是 一 条 正规 测 地 线 ,使 得 (6) 
FT rla), TER TENE E Ula) =U) 一 0 的 正常 
Jacobi 场 忆 必须 满足 U, U)=0. | 

证 明 o 

IU, U) 一 | (OF + (Ü, 04 
= | QOP + (uy 一 | 六 Pdz 


= (U,U> | = (), 
EHE, | 
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于 是 如 7(2) ET rla), 则 指标 形式 在 B, 上 一 定 是 退化 

的 。 让 我 们 进一步 把 5 伸展 开 去 ,使 得 正规 测 地 线 
Y¥:[a,6]—-M 
现在 能 包含 v(a) WTI (c) Ih a 二 c <b, TER 
们 期 望 : 对 某 个 YER, A IY, Y) 二 0。 其 理由 如 下 。 HE 
没 , 沿 ?1 存在 一 个 非 平凡 的 正常 Jacobi 场 J， 使 得 J(a) = 
Je) = 0。 设 {7。} 是 一 个 单 参数 测 地 线 族 ， 其 柜 截 向量 场 为 /。 
对 充分 小 的 & 关 0, AA 
Ie) = 0, 所 以 Yu 是 一 条 
从 ra) 出 发 , 但 最 后 到 
达 7(e) HW we OLA 
7.1), 粗粮 地 说 ，7。 具有 
Srl. 相同 的 长 度 。 设 | P(e) 
6 为 由 7 及 ?ii 所 合 | 7.3 
成 的 曲线 。 粗 政 地 说 ,上 具有 与 y BIRKS BS 在 7Y(c) 处 有 
角 点 ,因此 把 rC) 处 的 角 点 弄 圆 消 后 就 能 得 到 一 条 比 7 更 短 的 “ 
MERE Fy 即使 在 邻近 曲线 之 中 也 不 是 最 短 的 。 因此 对 ?7 
的 一 个 适当 的 变 分 ,有 LOO) < 0。 所 以 由 (7.6) 知道 ,存在 着 某 
个 YE %,(a, b), 使 得 
| I(Y, Y) <0, 

现在 我 们 通过 下 面 三 个 引 理 的 证 明 ， 把 上 述 思 想 赋 以 一 个 坚 
实 的 基础 。 请 注意 : 这 些 反 术 性 的 证 明 与 前 面 所 述 的 直观 论证 是 
十 分 接近 的 . | | 

首先 导 人 一 个 标准 的 术语 : 一 条 测 地 线 y:[e,21->M 被 称 
IRER mE ra) Hr KHGA. 

在 下 面 三 个 5 引 理 中 我 们 令 7:[a, 8] 一 M 是 一 条 正规 测 地 
线 . 

引 理 2 如 7 不 含 共 轿 点 ， 则 指标 形式 在 L(a, b) LXE 
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定 。 
引 理 3 假设 rC) HEE 7y(c), 但 对 所 有 rela, b) rle) 
与 7(a) PRES, MERRERE %,Ca, b) 上 是 半 正 定 的 ,但 不 
EE. 

引 理 4 rlCa) RFEA rC) (其 中 a< e< b) 的 充 要 
条 件 是 存在 某 个 Ue %,(a, 6) 使 得 1(U,U) <0. 

引 理 2 说 ,如 果 RSHEA, Wy 在 邻近 有 曲线 中 是 最 短 的 . 
而 引 理 4 说 ,超过 共 轿 点 后 ,7 即使 在 邻近 曲线 之 中 也 决 不 是 景 短 
的 .由 这 些 引 理 也 可 推出 : ty RASH, 则 对 la, bl 中 任何 
一 个 子 区 闻 le, 8l, Tlen HARSHER. BEE, MAH 
[e, Pl1CLa,5] (a < 8), E r) 与 7(8) HH, IAM 
Y | tae) 的 使 得 JC) = JCB) = 0 的 非 平 凡 的 正常 Jacobi 场 ,通过 在 
[o, a] 及 [6,5] ES 为 零 后 就 可 把 了 扩充 成 治 7 的 一 个 向 量 
场 ,于 是 Je Su(e, 5)。 为 避免 混淆 , 设 天 为 沿 测 地 线 7 |,n(I7， 
s]Cla, 51) 的 在 8,(r,s) 上 的 指标 形式 , 则 由 引 理 1， 

Cs J) = 1200, 0) + FC, J) + 1300, 0) 
= Mer J) = 0, 

由 引 理 2, 7 AJETA RETE. 

在 给 出 引 理 2 一 4 的 证 明之 前 再 谈 一 点 评论 。 对 指标 形式 进 
行 工 作 要 比 直 接 对 7 的 变 分 {y。} 做 起 来 方便 的 原因 是 ,由 于 前 者 
是 一 个 线性 物 ， 而 后 者 却 不 是 ， 例 如 在 下 面 的 Bonnet-Myers 定 
理 的 证 明之 中 ,为 了 找 出 一 个 特别 的 (局 域 的 ) 正 常 变 分 {y。}， 使 
得 . 

L(iv,) < L(Y), Vux 0, 

我 们 只 需要 沿 7 SKE X) E 


>, I(Xi, XD <0. 
* 这 是 很 容易 的 ,而 且 本 质 上 这 是 一 个 代数 问题 ， 
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|B 2 一 4 购 证 明 依赖 于 关于 指 祭 形式 的 一 个 恒等式 。 设 
X, YEB, WXEL, b] LEC 《而 不 只 是 逐 段 C ) 风 


1K, Y) = (RO), YO: [RO 


+ Rox t a), Yde. (7.7) 
这 可 以 从 (7.5) 出 发 ， 利 用 下 列 事实 : 在 [a, b] 的 每 一 个 使 了 为 
C ”的 子 区 间 上 ,我 们 有 

(X, Y> = (X, YY — (X,Y) 

RASH, Reo IE XX EZE C, ae aca cee < 
a, < an = b H La, b] 的 一 个 分 割 ,使 得 在 每 一 个 [aiy at] 上 
XET C” HEH. HX 表示 XX 在 Lai, ain] 上 的 限制 ， 于 是 
从 (7.7) 我 们 得 到 


.1(X,Y) = > (X), YO) la; 


- >" CX; + Rixt, yar. (7.8) 


下 面 的 引 理 指出 : 在 %。 上 的 指标 形式 的 零 空间 正好 是 到 中 
的 Jacobi 场 ( 回 忆 : 向 量 空间 W 上 一 个 对 称 双 线性 形式 8 的 零 空 
WERE Lw, W) 一 0 的 所 有 we Ww WES), 

引 理 5 ik rila, b] -> MM 为 一 条 正规 测 地 线 , 且 设 

B, = B (a, $), 
则 对 U € Bla, b) 满足 IU, 8) = 0 的 充 要 条 件 是 UU 为 Jacobi 

场 。 

证 明 ”充分 性 得 自 (7.7)。 反 之 ,假设 ICU, B) = 0. iF 
X La, b] 上 的 一 个 C” 函数 ,使 得 

f(a) =0, Wie 0,---,k +1, 

而 且 在 其 它 部 分 > 0. 240.8)bS X =U, Y = [Ü + Riut). 
注意 Y 是 被 合理 地 定义 的 , 且 属 于 Se FE 
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0 = I(U,Y) = -5 | 1010, + Ren rida, 


AMES Lars ai] 上 有 Ü; + Riu” = 0. 
其 次 ,固定 一 个 刀 且 令 Ye go 满足， 
prea = (0, Vir, 
Y(a;) = Uj4:€a;) — Ùa). 
THO=1U, Y) = — |Ù Ca) — Uj(a,) | Abu BY 7 
一 个 5C 同 量 场 ， 和 而 且 在 每 个 [ai, ain] H, BH Jacobi 场 。 由 
ruauuul 场 关于 预定 初始 条 件 的 唯一 性 ($5 的 引 理 1), U DBA 
ta, bl 上 的 Jacobi 场 。 证 毕 ， 
5 | 2 的 证 明 IX X E Bab) = B,, RPA IEA 
I(X, X)> 0. 
不 失 一 般 性 ， 我 们 可 假设 正规 测 地 线 7Y 定义 在 10, 5] E. Be = 
710), HS F:[0, b]—> M, X Mhh PO = 好 (0) 所 定义 的 
BAR. 由 假设 d exp, 在 了 上 非 异 ， FRE M: 中 存在 着 7 ({0 
by) 的 一 个 邻 域 OW ,使 得 ezpx: 一 M ADEA. 而 在 我 人 
可 以 看 到 
如 oilo, b] —> exp, UM 是 ezp 中 连接 * 至 
YCS) 的 任何 逐 段 C” hR WS LC) > L(7), 等 (7,9) 
号 成 立 的 充 要 条 件 是 6 为 7 的 一 个 单调 的 重新 参数 
化 。 
其 证 明 与 §3 中 的 定理 2 的 证 明 恒 同 ,特别 地 , 设 {7,}(—e<- 
u SE) 为 7 的 一 个 变 分 ,通过 取 8 充分 小 , 我 们 可 假设 每 一 个 7。 
位 于 exp. 中 ,所 以 由 (7.9) 知 Liv.) >L), 或 者 用 通常 的 
记号 写 为 La) 之 L(0)。 因 为 工 是 一 个 C6 BRAY 
L”(0) = lim ELI E 2 0 . 


故 得 L “(0) = 0, TEH (7.6) 得 知 , 对 每 一 个 KELA X, 
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X) 之 0。 我 们 需要 证 明 : 除非 X 一 0, 严格 的 不 等 式 必 须 成 立 ， 
为 此 , 令 YES, Wise e >o, 有 
0 < I(X — Y, X — 8Y) = I(X, X) 
= 261(X, Y) + 1(Y,Y). | 
如 ICX, X) = 0, 则 对 任何 8 > 0 及 任何 Ye€S., 有 
0< —21(X,Y)+clI(Y,Y). 
S e —> 0, RUBS (X, Y) <0, VYES,. MRA X+eY 
进行 讨论 ,并 得 出 
| (X,Y) 20, VWYES,, 
于 是 得 到 
1I(X,Y) = 0, VY€%,. 
由 引 理 5,X 是 一 个 Jacobi 场 。 因 为 XE 所 以 
= XO) = X(b) = 0, 
但 7(0) RART rb), RA X =O. TER, 
引 理 2 的 下 列 推论 在 应 用 中 极为 重要 ， 因 此 我 们 把 它 写 成 引 
理 的 形式 ， ) | 
引 理 6 (Jacobi 场 的 极 小 性 ) 设 7:[oa, 5b] 一 M 是 一 条 正 
HWER, RSH, W X, UE 8(a, b), 使 得 XCa)== 
U(a), X(6) = UC), BUX Jacobi 场 , 则 有 
: _ I(U,U) <1(X, X), 
等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 X =U., 
证 明 因为 U 一 Xe%,(a,5)， 由 引 理 2 及 (7.7) 可 得 
0<1(U — X, U — X) = UV,U)—21U, X) + 1(X, X) 
= (0, UN — 2(0, XM + I(X, X) 
= —(Ù, UT+ 1(X, X) = —1(U, U) + I(X, X). 


再 一 次 利用 引 理 2 就 得 到 了 0 = —1(U, U) + ICX, X) 的 充 要 
条 件 是 
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U—X=0, 
证 毕 ， 
id, BAN SM 6 又 可 推出 引 理 2, 于 是 两 者 等 价 .在 标准 
的 处 理 中 ,人 们 一 般 先 用 复杂 的 计算 去 证 测 引 理 6, 然 后 作为 推论 ， 
得 出 引 理 2。 现在 的 方法 ( 取 自 [GKM] 的 $4.5) 似乎 更 好 一 些 ， 

引 理 3 HIER ”我 们 仍然 假设 正规 测 地 线 7 是 定义 在 [0,5] 
E. 设 X€B(a, b), 县 我 们 必须 在 7C5) 是 7(0) 沿 7 的 唯一 的 
Ske NASI FUERA I(X, X) >0. Re heE[0, b], 且 设 Xe 
Bol, 2. S71, HEALE DBO, 8) 上 的 指标 形式 .由 引 理 2 知 ， 
对 任何 XE BCO, L) 有 1X, X) 20. 48 ->b 时 我 们 从 直观 
上 应 当 得 到 

I(X, X) 20, VX %,(0, b). 

我 们 能 精确 地 去 证 明 这 一 结论 。 次 7 先 取 定 一 个 平行 标 架 场 
{E C), +e EOY, 使 得 BC) 一 7(2)。 设 XE BCO, 6), 并 记 


X(t) = >} HOE). 


i=? 


A> 


b & 
tX)(@) = 2, f; (4 ) E; (4 s). 
再 注意 到 确实 有 1(X)€ B10, 8)， 于 是 得 到 了 一 个 映射 
t:B,(0, 5) 一 B,(0, B). | 
现在 可 直接 验证 : 48 — bkt, 
Ip(t(X), t(X)) > 1(X, X). 
由 引 理 2，1s《T(X), r(X)) SO, WA W(X, X) SO. TER, 
引 理 4 的 证 明 ”此 证 明 完 全 是 模仿 引 理 1 证 明 后 的 那 眉 直观 
的 讨论 。 假设 rla) HEF rC), RIC) HRT 的 一 个 非 平 
MASER RI Jacobi 场 , 使 得 Ji(a) = J(e) = 0, 定义 JE B,(a, 
b), EBE la, c] EA J = Jomi le, SILA JO=0. 现在 
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H Ta RIR T | ton FE Bla, p) 上 的 指标 形式 ,这 里 fc, p] 是 [a, b] 
AYE RF ERA ;为 简 音 起见, 我 们 继续 用 工 表示 1s. 则 由 引 理 5, 有 
TJs J) = Tis J) + 10, 0) = 0, (7.10) 
为 了 证 明 引 理 4, 我 们 还 需要 下 面 有 用 的 一 个 事实 : 
51387 假设 7: [0,6] >M 为 一 条 测 地 线 , 使 得 7(5) 不 是 
7(0) 的 共 轿 点 ， 则 给 定 任何 v E Mr AER Y 的 唯一 的 Jacobi 
HUSH UO) = 0R US) =», 
引 理 7 的 证 明 可 以 通过 直接 找 出 以 基 曲 线 r 的 单 参数 测 地 
线 族 ,使 得 其 横 截 向 量 场 正好 是 所 和 需要 的 U 来 证 明 引 理 7( 参 看 $4 
中 关于 单 参 数 测 地 线 族 的 定义 及 $5 中 引 理 2 的 证 明 )。 或 者 我 们 
采取 交接 的 论证 方法 。 设 4 是 所 有 沿 7 的 ， 使 在 参数 为 零 时 是 零 
问 量 的 Jacobi 场所 构成 的 向 量 空间 。 从 靖 微 分 方程 解 的 唯一 性 
($5, 5/32 1 的 (1)) 知 道 ,由 Xt > XC) 所 定义 的 线性 映射 4 一 
Mr 是 一 个 同 构 。 所 以 dim A = n (a = dim M)。 现 考虑 由 
X> XCD) 所 定义 的 线性 有 映射 p: 4 -> Mos BEAN, BER 
为 由 X,(6) = X,(b) A (X, — Xb) = 0, 所 以 Xi 一 X 为 在 
0 及 2 处 都 为 零 的 Jacobi 场 。 因为 7G) KRT 7(8), FR 
X,— X, = 0. FAR eR EA HI P REWIRI » BEA P 是 一 个 
现在 继续 证 明 引 理 4。 由 BEI 设 3 六 8 充分 小 ,使 
得 在 Myers) 中 半径 为 36 的 球 内 ， EXP r(e48) AON FP IA RAR. 所 以 
rle 8) RRAT YCc 十 9)。 于 是 由 引 理 7 知道 存在 着 沿 
, zeexpl 的 一 个 Jacobi BV, 使 得 VCe — 6) 一 J(c 一 6) K 


a 
ACLS pe 
y(a) 106-2) Ye) 
图 7.2 
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Vie + 6) = 0 (图 7.2)。 现 定义 沿 7 的 一 个 向 量 场 上 为 
Ji), 1€ a, ¢— 8], 
UC) = Vt), telce— 8, c +8], 
0, :élc + ò, bl. 
所 以 
ICU, U) = IO, J) + EO a VY + T2400, 0) 
<IMU,D +EH D (由 引 理 6) 
o N=0. (由 (7.9)) 
进而 ,由 定义 知 LOLI, BA $5 的 引 理 4 VOLO, & 
UG) LÝG), We. 
于 是 有 UE BC, b). 
反之 ,如 对 UEBCa, b) A IU, U) <0, 则 由 引 理 2,3 知 
道 在 da, bD DHE ve) WTP. TES, 
现在 我 们 可 以 去 证 明 下 列 的 Bonnet-Myers 定理 (Bonnet 在 
1855 年 对 = 2 证 明了 这 个 定理 , 一 般 情形 是 由 Myers 在 1941 
年 利用 相同 的 思想 证 明 的 ). 首先 回忆 : 度量 空间 的 直径 dM) 
PE MLL sup d(x, Y). 


定理 8 (Bonnet-Myers) 设 M 是 2” 维 完备 黎 曼 流 形 , 使 得 
Ricci 曲率 有 一 个 正 壳 数 的 下 界 , 则 M 为 紧 致 。 进而 ， 如 记 Ricci 
曲率 的 下 界 为 (n 一 lee 二 0)， 


d(M) S 
J c 


为 了 理解 这 个 定理 ,我 们 首先 应 看 一 下 Rt 中 的 球面 。 因 为 
单位 球面 8 是 常 截面 曲率 为 1， 它 的 Ricci 曲率 为 x 一 1( 见 $2 
末 ), 这 时 d(S") 一 .一 般 地 , 设 S"(1IV < ) 是 本 全 中 半径 1/V < 
的 球面 , 由 p) = */V “ 所 给 出 的 微分 同 胚 

p:S*—> SN ¢) 
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ESOT ) 上 的 度量 拉 回 到 S 上 的 黎 曼 度量 , 它 是 在 S* 上 度量 
的 1/c 倍 . 由 (4.1) 我 们 推出 : 在 SAME ) 上 ,Ricci 曲率 =(n 
一 1)c, BaS OJN ¢))=a// ¢ .一 方面 ,这 表明 定理 8 中 最 后 
的 结论 是 最 优 的 。 另 一 方面 ; 它 描绘 了 一 个 图 景 ， 使 我 们 看 出 ( 特 
别 按 $4 中 讨论 的 观点 ) 为 什么 定理 8 应 当 是 正确 的 。 在 球面 
SAI < ) 上 ,所 有 从 x 点 出 发 的 测 地 线 在 经 过 了 距离 zx/V < 后 
外 诊 到 一 起 , 即 雪 缩 于 对 径 点 一 +。。 所 以 当 我 们 假设 MM 有 Ricci H 
8 >(n—1)c 时 (因而 在 某 种 模糊 的 意义 下 , 比 SOM < ) 有 “更 
多 ”的 曲率 )，M 中 从 点 E€ M 出 发 的 测 地 线 将 聚 在 一 起 的 程度 其 
至 比 在 5"(1/ /< ) 时 更 厉害 ,因此 直径 将 不 超过 e/V 5 .这 建议 了 
我 们 应 当 试 着 以 更 精确 的 方式 去 理解 测 地 线 在 5* ES HO BLA 

因为 2 在 S 中 全 测 地 ( 见 $4) ;我们 把 注意 力 限制 在 S$ 上., 设 
r:[0, 6] 一 了 是 一 条 正规 测 地 线 , 不 妨 令 7(0) 为 北极 (0;0,1)。 
我 们 先 来 确定 沿 的 正常 Jacobi 场 ， 设 所 是 沿 7 的 一 个 单位 平 
行 向 量 场 ， 使 得 对 每 一 个 * 有 WOLI. 设 和 为 沿 7y 满 足 
XOLA 及 X00) = 0 的 任何 逐 段 C” 向 量 场 ， 于 是 我 们 可 以 
ic X@) = IOW Ke), 
这 里 j:[0, 5] 一 R 为 一 个 满足 1(0) 一 0 MER RBC R 
数 。 如 和 是 一 个 Jacobi 场 ,于 是 

ff + f=0, 
0) 一 0 及 f(0) 0, 

其 解 为 FG) =~ asins, ZE a€ RR。 因 为 对 1 > 0, fl) 一 0 的 充 
要 条 件 为 上 = kx， 其 中 为 一 个 正 整数 ,所 以 ro) 沿 7 的 第 一 
HEB URE TE (or) = (0,0, 一 1) 处 ， 

现在 假设 b< r. W 7:[0, 5] 一 5 LAA, BS 
理 2, 在 3.(0,5) 上 的 指标 形式 为 正定 所 以 对 任何 非 零 的 
X E B (O, b) A 
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0< ICX, X) = [AIRI 一 (Rat, X3di 

-| {O07 一 fi}. 
in He ,我 们 得 到 了 一 个 有 趣 的 不 等 式 * 即 如 5 二 x 及 f:[10,251 一 
及 为 任何 满足 £00) = F(b) 一 0 的 逐 段 C” 函数, 则 有 

er> fe (7a 

现在 令 b> x, Mi vy: [0,6] > S uh AEE y(r), 

Orah, Ha 4A FE XE B0, b) E ICX X.) <0, 
XC) = fW (2), 
我 们 有 | 


| {Gy — RI <0. 


因而 我 们 已 证 明了 : W b>, 则 存在 一 个 逐 跨 C” E fo: [0, 
6b] -> R, CRE 
全 = f(b) = l, 


| (a — fh} <0. 


通过 前 面 的 讨论 ,我 们 能 预期 : 如 MM 适合 定理 8 的 假设 , 且 c 一 1， 
及 7:[10, 5] 一 M 为 一 条 正规 测 地 线 , Hip oboe, WHS 
ACW O 很 "相似 的 向 量 场 X 将 适合 IX, X ) <0. 我 们 将 
要 证 有 明 这 一 扩 ， 

定理 8 的 证 明 ”通过 对 M 的 黎 受 度量 乘 以 tc , 并且 利用 
(4.1) ,我 们 可 以 假设 Ricci 曲率 > Cn 一 1) .我 们 将 证 明 dC) < 
z。 于 是 M 为 闭 的 \ 有 界 的 ,因而 是 紧 致 的 《Hop 人 -Rinow 定理 ,$3 
的 定理 6 的 (4))， 

ix, YEM, Bik 7:10, 5) 一 M 为 一 条 连接 x 到? 的 正规 
的 最 短 的 测 地 线 ($3 的 推论 7)， 这 内 需 证 明 2 Sa 就 行 了 ， 因 为 
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(7,12) 


d(x, y) = L(Y) =b < n, AUER b > rik {E 

E,X¢)} 为 沿 7 的 一 组 平行 标 架 场 ( 即 《E;(), E 一 6;)， B 
使 得 EG)=72), Wiw2, r n EMT NM RHA 
X(t) = ACEC), KH fh BRE (7.11) 的 任意 函数 .. 于 是 每 个 
X;€%B (0,6), HA 


DY 1X1 X) = | {Cn — DAY — R Rick?, 7) ee 


< (n= D| 1U — fd <0, 


所 以 必 存在 某 个 让 2<j<n, 使 得 1(X;,X) < 0， 由 (7.6) 知 ， 
7 不 可 能 是 最 短 的 ,所 以 引起 矛 慎 ， 证 毕 ， 

注 记 1。 从 前 面 的 证 明 中 显然 可 以 看 到 定理 8 的 假设 能 减弱 
成 : 存在 ze M， 使 得 对 任意 从 *。 出 发 的 正规 测 地 线 7, A 
Ric(7,7) > (n 一 Dc, Xh c> 0。 即 使 减弱 成 这 样 , BA 
是 一 个 必要 的 假设 ， 这 样 做 仅仅 是 为 了 保证 当 。 取 为 大 于 某 个 数 
值 ,而 且 大 是 某 一 个 在 K b 处 为 零 的 精 选 函数 时 ,积分 


| (一 DG — RRic(7,7)}d 


的 负 性 。 事 实 上 只 需 假设 函数 :F-> Rici), 70) 是 (粗粮 地 ) 
以 1/2 作为 其 下 界 ,就 能 够 保证 上 述 积分 的 负 性 (这 里 再 一 次 出 现 
THAE 82", UL $4 的 开始 部 从】 这 在 [CI 中 小 心 期 被 处 理 
T. 说 得 具体 一 点 ,[C1] 的 主要 定理 蕴涵 如 下 的 结果 : 设 M 为 完 
备 的 黎 曼 流 形 ，ze M，p(y) 一 d(x,y)。 如果 VYEM, 有 


O Ric) > ———— t, 
ic (y) (4 — 8)(1 + p(y)’) 


其 中 e 为 小 于 4 的 正 数 , 则 M 是 紧 致 的 。 最 近 Cheeger-Gromov- 
Taylor 也 证 明了 类 似 的 结果 (UL [CGT] 的 定理 4.8), 但 不 如 
[C1] 精确 . / : 

注 记 2。 从 定理 8 前 面 的 讨论 中 引起 了 一 个 自然 的 间 题 。 即 
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是 否 SUN < ) 是 唯一 满足 Ricci 曲率 > (2 一 1)e 及 直径 等 于 
rj i 的 紧 致 黎 曼 流 形 9。 回答 是 正确 的 ,这 将 在 $11 中 予以 证 明 ， 
并 将 讨论 最 大 直径 定理 的 较为 复杂 的 历史 。 

但 是 我 们 能 容易 地 证 明定 理 8 的 一 个 推论 ， 设 M 适合 定理 8 
的 条 件 , 且 设 <: 一 M 为 M 的 万 有 覆盖 空间 .从 $6 中 的 定理 7 
的 证 明 中 我 们 知道 能 使 A 成 为 一 个 C” 黎 曼 流 形 , 而且 x 是 一 个 
PRSE, TEM ARRETE S 的 假设 Am MERK. A 
此 r: 和 一 M BARBS. 要 不 然 , 对 reM, Wal) 是 
无 限 的 , 则 Ce) 将 有 一 个 聚 点 8, 这 样 ,在 # 处 z 就 不 是 一 个 局 
部 微分 同 胚 ,于 是 mM) 是 有 限 的 。 综 上 所 述 ,有 

推论 9 MGA 8 的 假设 ,于 是 M 的 基本 群 是 有 限 的 . 

这 个 推论 已 被 Cheeger 及 Gromoll ( 见 TCG1]) 推广 成 :如 
M 具 有 非 负 Ricci HRN RRS RIE, 但 在 某 一 点 处 Ricci H 
率 为 正 , 则 M 具 有 有 限 的 基本 群 ， 这 个 推广 要 比 推论 9 困难 ,而 且 
从 概念 上 看 ,这 也 是 重要 的 ， 只 要 一 个 几何 学 的 方程 牵涉 到 正 的 - 
曲率 假设 ,我 们 就 应 当 试 着 把 正 姓 减弱 到 非 负 性 ,并 看 看 能 减弱 到 
HARE (RBA 宕 0 来 代替 > 0)， 在 正 曲 率 与 非 负 曲率 之 
间 的 差异 通常 是 一 个 天 地 之 别 的 问题 ( 见 $4 开始 时 关于 5 x S 
的 讨论 ). 
”最 后 还 有 一 点 评论 ， 在 半 单 李 群 的 万 有 绪 盖 群 也 是 紧 致 的 
(UL [H3] 中 第 二 章 定理 6.9), 由 于 用 这 样 一 个 群 的 Killing 形 
式 所 定义 的 黎 曼 度量 确实 满足 定理 8 的 假设 ， 所 以 立即 可 得 出 
Weyl 定理 。 这 是 Bonnet-Myers 定理 极 有 兴趣 的 应 用 之 一 。 

习题 1。 能 否 将 引 理 2 推广 为 指标 形式 在 Be,6) 上 是 正定 的 ? 为 什 
wa? 

习题 2。 假 设 exp, MOM 是 M, 中 半径 为 6 的 球 BCS) 上 的 一 个 微 
HARE, © 是 到 * 处 的 距离 。 注 意 , o 在 cxpx8(6) 上 是 C” 的 。 你 能 否 证 
HAZE exp.8(5) 上 D>? 为 什么 ? 
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§8 Rauch, Hessian 与 Laplace 算 子 
的 比较 定理 


本 节 参 考 文 献 

[GKM], §6.3 586.4, (8 7.7, § 7.8). 

[CE], 第 29 至 35 页 ,( 第 二 章 2.5，2.6)， 

[GW3], $1582. _ 
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回忆 前 面 的 两 个 定理 : Cartan-Hadamard 定理 与 Bonnet-My 
“ers 定理 ,可 以 看 到 它们 有 一 个 共同 的 特点 ，(1) 在 Cartan-Hada- 
mard 定理 中 ,我们 用 R" 作为 模型 证 明 : 如 果 用 “曲率 委 0 "代替 
R" 的 零 曲率 ,这 样 的 流 形 在 微分 同 胚 意 义 下 依然 和 R" 一 样 . (2) 
在 Bonnet-Myers 定理 中 ,我 们 用 S* 作为 模型 证 明 如 果 用 
“Ricci HBS (2 — 1)” 代 替 S 的 “Ricci 曲率 = n — 1”, 3KRE 
的 流 形 在 紧 致 性 上 仍然 和 5* 相似 . .在 这 两 种 情形 中 ,都 是 从 一 个 
模型 空间 出 发 ,将 所 论 流 形 与 模型 空间 作 比 较 ,力求 得 到 结论 。 阁 
今 为 止 这 类 比较 完全 是 定性 的 ， 现 在 将 证 明 三 个 最 根本 的 比较 定 
理 ,它们 给 出 比较 过 程 中 定量 的 结果 ， 应 该 指出 ,在 这 三 个 比较 定 
理 中 ，Rauch 比较 定理 发 现 得 最 早 ， 也 是 最 基本 的 。 Rauch 在 
1951 年 将 一 维 的 Sturm 比较 定理 做 了 一 个 不 平凡 的 维 推广 ,从 
向 发 现 了 它 。 这 不 但 是 一 个 大 突破 ， 而 县 为 所 有 以 后 发 现 的 比较 
定理 建立 了 证 明 的 模式 . 

设 有 ” 维 黎 曼 流 形 M , MARMA xEM, 26M, 又 有 线性 . 
等 距 变 换 p:M: 一 Mz. 设 PEM: P= ol), 并 由 Yu 一 
exp tp, FO) = expa 确定 两 条 测 地 线 7:[0, 1] 一 M 57:[0, 
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1] — M, VZ X€(M.),=M.. > Š = do(X) = p(X), 这 
四 Xe (M.,)s = My. oo 
Rauch 比较 定理 ”假设 : (1) rRM RRA (2) 对 任意 
zE l0, 1], KO SKO, Hh 

RO) = max{ 角 x,， 中 包含 FO 的 平面 的 截面 曲率 }， 

K(#) = min{ M ru) 中 包含 7(z) 的 平面 的 截面 曲率 }， 
则 / 

|d exp,X| > |d exp,X|. 

Hi 由 于 4 exp- 在 半径 方向 总 是 一 个 等 距 ($ 3 引 理 4), 
故 不 妨 假定 在 M. Mb XL, XL. RASS 中 惯用 的 手 
法 ,以 Jacobi 场 来 描写 dexp,.X, 用 Y(t) = em.t(p 十 uX) Œ 
义 Y 的 变 分 {74} ( 参 单数 测 地 线 族 ), 令 UG) 是 {7。} 的 模 截 向 
量 场 在 Y 上 的 限制 , BAU BBA Jacobi 场 ,V(0) = 
U(6) =X, U(1) = d exp, X. KUW Falt) = expzt(+ uX) 
定义 (7) AMMA 0G). U BIBT A Jacobi H,0(0) = 
0, U(0) = Ž, DC) = d exp, X, Fl KH MU ,我 们 可 将 Rauch 
比较 定理 复述 如 下 : 

Rauch’ 比较 定理 设 7:[0, db] 2M, 7; [0, b] > M BE 
正规 测 地 线 ， dim M = dim M- ,又 设 U, IPER T, 7 的 Jacobi 
场 ， 使 得 U(0) = 二 D(0) 一 0， v(O)17(0), U0) 1700), 
1D(0)1 = 15(0)1; 再 假设 上 一 定理 中 (1), (2) 成 立 (将 那里 的 
[0,1] 换 成 [0, 51), 则 | 

Co > lu, vie [0, bl. 

2722. Rauch 定理 中 的 假设 (1) 中 可 以 换 rile, 6] 为 
Yliesl。 合 其 上 不 包 食 共 胃 点 ,结论 依然 不 立 。 因 为 这 时 的 结论 可 
用 连续 性 得 到 。 至 于 条 件 dimM = dim M 可 以 减弱 为 dim M > 
dimM， 此 外 , 也 还 可 以 讨论 UU， 0 在 0 处 不 为 零 的 情形 . 关于 这 
些 技 术 上 的 改进 ,可 参阅 CWS). 
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注 记 3. 在 Rauch 比较 定理 中 , 当 M 是 具 平坦 度量 的 R", M 
是 非 正 截面 曲率 的 完备 黎 曼 流 形 时 , 便 有 

推论 1 如 果 M 是 非 正 截面 曲率 的 完备 黎 曼 流 形 ， 那么 对 任 
意 x*€E M，exp,:M, 一 M 是 距离 膨胀 映射 , 即 

ld exp, X| > IXI, WXEM,. 

这 个 推论 加 强 了 Cartan-Hadamard 定理 的 (1)， 并 且 它 还 有 
一 个 有 趣 的 

推论 2 ” 设 凡 是 一 个 非 正 截 面 虹 率 的 单 连 通 完备 黎 受 流 形 ， 
有 & ABC 是 M 中 的 测 地 三 角形 ( 即 三 角形 的 三 边 皆 是 最短 测 地 
线 ), 其 三 内 角 分 别 是 A, B,C, 对 应 的 三 边 分 别 是 a, b, c (如 图 
8.1), 由 

(1) a -+ b — 2abcosC S c’; 

(2) A+B+C Sr, 
此 外 ， 如 采 截 面 曲率 严格 负 ， 那么 上 述 不 等 式 就 是 : 格 的 ( 即 等 号 

不 会 成 立 ). 


Al 8.1 fs 8.2 
证 明 is 是 角 C 的 顶点 ,在 M, 中 画图 8.2, BEARS 


Op, Og 分 别 具 有 长 度 a, b, (EE exp, 分 别 将 07,09 Kho Ma = 
角形 的 o, 两 边 。 令 5 是。 ews hk, HT xp, EERE. 
KBR. He LSe, MAM. BERR p 的 长 度 LGa< 


L(t) < c，M, 中 三 角形 Opg 的 余弦 定理 是 
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@ + P -— 2abcos C = L(pq}, 


这 样 便 证 明了 (1)， 在 R 中 造 边界 分 别 是 a， b, c 的 三 角形 ,这 是 
可 能 的 ,因为 测 地 三 角形 的 边 皆 是 最 短 测 地 线 ,所 有 两 边 长 之 和 总 
不 小 于 第 三 边 . S RR 中 这 个 三 角形 的 三 角 分 别 是 4 , B', C H 
(1) 可 知 C< C. A B<B,A< A, 于 是 (2) 得 证 。 至 于 
严格 不 等 式 的 断言 留 作 习 题 , 请 大 家 自 证 ， 

习题 1， 试 证 推论 2 中 关于 严格 不 等 式 的 断言 。 

推 沦 2 是 以 后 将 说 到 的 Toponogov 三 角形 比较 定理 (第 160 
员 ) 的 埋 殊 情形 . 

注 记 4，Rauch 比较 定理 的 结论 列 含 : 如 果 测 地 线 7 FEA 
点 , 则 * 也 无 共 斩 点 ,我们 知道 半径 为 的 球面 , 它 的 曲率 是 1/1c?， 
长 度 小 于 cx 的 测 地 线 上 无 共 罗 点 ( 见 第 135 页 )， 因 此 有 
”推论 3 如 果 M 是 截面 曲率 入 的 完备 黎 曼 流 形 ， 那 么 对 任 
意 xEM 和 + 二 x/VK，exp;: Ber) OM 是 一 个 温和 人 ,其 中 
B(r) 是 M. 中 半径 为 > 的 实心 开 球 . 

这 个 推论 中 玉 委 0 的 情形 已 包含 在 推论 1 中， 而 现在 对 天 二 

0 也 成 立 ， 
/ 注 记 5。Rauch 比较 定理 迄今 为 止 最 实质 性 的 应 用 是 证 明 球 
面 定理 ， 关 于 球面 定理 的 简单 讨论 将 在 这 布 末 尾 给 出 | 

Rauch’ 比较 定理 的 证 明 在 ”一 2 时 ,证 明 最 为 清晰 ， 故 先 
证 之 . 

首先 由 85 引 理 3 知 U, 0 是 正常 Jacobi 场 , KH WO, 
We) DIER r, 了 的 单位 平移 向 量 场 , 使 得 WL, WL, I 
可 写 | 

UC = KOWA, Te) = twee), 


于 是 定理 变 为 : 
假定 1, 7 10, 6] 上 的 函数 ， 分 别 满足 下 列 方程 
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人 + Kf=0, 
1(0) = 0, F0) = a > b; 
W + Kf 一 0， 
1(0) = 0, FO = a>0, 
Hh K, R Æ [0, b] 上 的 函数 并 且 
KR < KG), vrelo, 4], 
则 在 [0, 6] 上 只 要 了 >0 Ba Íl. 
为 证 明 此 事 , 只 消 令 @(O 一 GË -rA We: 47F> 
0 时 总 有 OC) > 0。 例如 在 [0, clh f f> 由 于 oo) 一 
0, $ , 
P(r) >0, Wee [0, cl. 
假如 有 必要 ， 稍 稍 缩 小 c, 我 们 可 假定 在 (0, c) 上 1, 了 > 0. 将 
92 0A 


Poof 
FF 
积分 之 可 得 
tog 2 > tog 102, 
f(s) Xe) 


其 中 0 过 8 二 1 二 c。 因 此 
10) sm O SESLENE 


KA sofle) a 
这 样 便 有 fe) SIG), Vre (0, c). WERE FS 0 的 区 间 {0， 
blt tef. 
注意 : 上 述 证 出 的 事实 表明 f 的 第 一 个 零点 出 现在 了 的 第 一 
个 零点 之 前 ， 这 就 是 所 谓 的 Sturm 比较 定理 。 因 此 Rauch 比较 
定理 即使 在 2 维 的 情形 也 是 Sturm 比较 定理 的 精密 化 ， 
在 一 般 情形 , 令 
fG) = (UC), UO), fe) = (UG), UG)). 
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我 们 着 望 证 明 FO) > 10). 在 给 情 形 的 证 明 中 有 了 下 列 两 式 | 
便 可 导出 结论 了 : 


im © my. (8.1) 


了 > L, 在 f, 7 > 0 的 任 一 区 间 [0， c] 中 . (8.2) 


证 (8.1) 是 容易 的 用 L'Hospital RMN, 4 £ 一 0 时 有 


f(s) _, KO} _ ile), He) 
je) Tied lB(e), U(e)) 


U(s) 一 TO) 
(i 六 一 oy (WO? _ ， 
(oe), U(e) TON {o(o) |? 


BT (8.2) 的 证 明 则 比较 费事 ,也 更 有 意思 ， 这 要 用 到 Jacobi 场 
的 极 小 狂 质 ($7 引 理 6), 并且 证 朋 的 主要 想法 还 可 以 适用 于 以 后 
的 Hessian 比较 定理 。 现 在 给 出 证 明 的 关键 事实 ， 
引 理 4 在 Rauch’ 比较 定理 的 假设 下 ， 令 ], J 分 别 是 沿 着 
Y, F 的 正常 Jacobi 场 ,使 得 J(0) = J(0) = 0 RHR gE [0,5], 
17(8)1 = IJ), 5 
CJ(8), 1(8)) < (JB), 18)). 
证 明 AONE ROE- ONEROA TE 
7, 了 REA ERED, E 
J(8) = «e,(8),  J(8) = «2,(8), 
ef) = 7Q@), C(t) = re), 
于 是 
Ju) 一 yA (re, Os KO = > AOON 


现 定 义 一 个 沿 着 Y AY Al Bt 如下: 
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JG) 一 3 AORO, 


“(J 的 构造 与 第 137 页 X; 的 构造 类 似 )， 由 于 (7.7) 有 
CÌ, JON = BU Ds 
故 证 明 本 引 理 相当 于 证 明 
18(], 71) < GC, j). 
我 们 用 TRG J) 插 在 这 个 不 等 式 中 间 ， 由 于 
JCO) = J0) = 0, J(8) = J$) = oe(p), 
FA $7 的 引 理 6.(Jacobi 场 的 极 小 性 质 ) 有 下 列 计算 
VE, J) < O, i) 


= {i (ls E KR: ted) r 
- P(r- ERR. ci)) de 
< | (ĵi = SRO KO) ar 
<| (1 一 之 BC Ree) Jas 


0 


< ( (jh ERa, a) a 
= 18(J, J). 
这 就 证 明了 引 理 4。 
现在 我 们 来 证 (8.2) 以 完成 Rauch’ 比较 定理 的 证 明 。 易 见 
(8.2) RÆ 
(D8), UCB) < (UCB), Hp) Veelo, eo) (8.3). 


| |U(8) |? \U(e) |? 

在 Thon 上 定义 一 个 Jacobi hy JU) 为 
J U > 
G) = T Ce) 
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RAAB 


To = —1— a), 
(UCB) | 
对 这 里 的 J ,了 用 引 理 4, 即 得 (8.2) 的 证 明 。 

例 在 Rauch 比较 定理 中 ,如 采 Y LS RR 则 结论 不 成 
立 。 这 可 从 下 面 的 例子 看 出 。 令 M= 3(3)， 它 是 R 中 半径 为 
3 的 球面 ;又 令 M 一 F2). 设 | 

7:[0, 34] -> 903), 7:[0, 37] > S2) 

ELAM, PU, ABE 7, 7 的 正常 Jacobi 场 , 使 得 

DC0) = 0, jH(o)} =1, 

U0)=0, |O =l. 
我 们 知道 常 曲率 空间 的 正常 Jacobi 场 是 几乎 平行 的 ( 见 $5 的 习 
M4), RW WOES. OETA Wis, 
Wir, HA 
UG) = OW), UG) 一 KAWA. 
WURARH I. 4SWwWREEHARA HE 


i £ 
JG) = 3sin=, f@) 5 


Í 它们 的 图 象 如 图 8.3, 
由 此 可 见 ,在 10, 2z] 

Er RETEA 

Y(2x)， 此 时 确实 有 

\37 o 7] > fl Bn (01> 

IU 1， 这 正如 Rauch’ 
比较 定理 所 断言 的 ， 

图 8.3 > 可 是 
(D(C37)| = F327) = 0 < 2 = |f(32)| 一 17(3z)|， 
这 与 Rauch’ 比较 定理 的 结论 不 同 了 ,原因 在 于 7 E (0,32) 中 包 
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eA Tr). 

习题 2. 用 Rauch 比较 定理 重 证 $5 中 习题 1(1)。 当 条 件 改 为 “包含 
? 的 平面 的 截面 曲率 之 8” 后 ,相应 的 结论 是 什么 ? 请 证 之 . / 

现在 我 们 来 讨论 另外 两 个 典型 的 比较 定理 。 为 了 简化 陈述 ， 
我 们 引入 一 个 专用 的 定义 ,这 个 定义 在 别处 是 不 用 的 ,除非 用 它 的 
一 个 等 价 而 更 熟知 的 形式 .一 条 测 地 线 称 为 是 稳定 最 短 的 ， 如 果 
所 有 靠近 它 的 测 地 线 希 是 最 短 的 。 精确 地 讲 , 设 

«310, b] > Mro: rrio) 
是 径 向 直线 段 ，7Y(0) 一 *。 我 们 称 Y= oxp,7 是 稳定 最 短 的 ,如 
REM. 中 存在 一 个 ? 的 扇形 邻 域 
PL = {tp:t€[0, 5], |p 一 7(0)| 一 某 常 数 }， 

EREU 中 所 有 径 向 直线 经 exp, 映 为 M 中 从 * 出 发 的 最 短 测 
好 线 。 在 $10 中 我 们 将 引进 基点 与 割 庆 的 概念 ， 从 市 迹 的 连续 性 
($10 的 引 理 5) 易 知 : 7Y 是 稳定 最 短 的 当 且 仅 当 ?7 上 不 包含 7(0) 
wy 的 割 点 。 但 是 我 们 不 打算 现在 就 讨论 割 迹 ， 免 得 中 断 当 前 的 
介绍 ， 

RE x € M ,我 们 可 以 定义 一 个 距离 函数 o:M >R TF: 对 
任意 YE M，pe(y) 一 dx。，?7)。 JUAR e 是 连续 的 ,但 是 它 未 必 
是 可 微 的 。 如果 7:10, b] >M 是 一 条 正规 稳定 最 短 的 测 地 线 、 
那么 它 便 有 一 个 邻 域 exp. OW UWL), E ep, Y > xp, WY 
ERDA, MHE 
| eCexp,z) = |zl, Wee WY, o 
于 是 在 exp:2 — {x} 上 P Æ CH. WERE exp, Y — {x} 
上 定义 一 个 商量 场 S uT: 对 于 任意 expsz € ep 一 {x)， 
有 wo, | ' 

-Æ €M, =| (M.),, 
| =] 
令 
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ə p=], 


Op 
a ə 
(5p? A, -1 
用 p 与 a 我 们 可 以 重 述 高 斯 引 理 ($3 的 引 理 4 与 引 理 5,55 


的 引 理 5) 如 下 : 
高 斯 引 理 ”对 exp. 一 {x} 中 任意 切 向 量 *, 有 


ð 
X -p = (X, 2). 
证 明 当 X = 2 时 ,由 (8.4) 可 知 引 理 成 立 ， 如 果 


=) 
X, -—)= 0， 
w 


由 $3 引 理 5 可 知 : XPM. 须知 测 地 球面 就 是 OHS 
值 面 ,从 而 Xp = 0, 这 便 证 明了 引 理 。 

对 于 exp. 一 {x} 中 可 微 函 数 ,通常 定义 

Dip(X, Y) = XYp — (DxY )p, 
Hp X,Y 是 向 量 场 。 从 定义 容易 直接 验证 知 : Dp(X, Y) EX, 
Y 的 A Zee pet H. 
D'p(X, Y) = D’p(Y, X). 

由 此 可 知 DCX, Y) 在 y 点 的 值 只 与 X(y), YQ) AX. 

引 理 5 设 7:[0, 5] > M 是 正规 稳定 最 短 测 地 线 , JEA Y 
的 正常 Jacobi 场 , 并 且 J(0)— 0, HI 

D'e(J(b), ICEY) = CI(b), JCb)). 


(8.4) 
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证 明 ”我 们 知道 Jacobi 场 必 可 表 为 单 参数 漳 地 线 族 的 横 截 
向 量 场 ， 现 在 我 们 不 采用 (5.4) 而 是 另 寻 别 法 构造 单 参数 测 地 线 
族 。 令 x* 二 7(0), M: 中 的 单位 球面 记 作 5， 设 
ogo:[0,8]—> SAK 
是 一 条 曲线 使 得 o(0) = 700). & 7.) = expsig(W)， 当 ole) 
取得 合适 就 可 保证 {y.} 的 横 截 向 量 场 (在 7 上 限制 ) 就 是 J。 令 
r:[0,6] X [0, 8 一 MICt u) T.i), 
raar(@), -er 人 二) 
于 是 
— UOM, Tir) = -> 
Op 


Er 处 我 们 有 下 列 计算 ，， 
D’?p(JCb), J06)) = UUp — (Dy )p 


=u (U, 六) 一 Dov， 2) 

= UU, T) — (DoU, T) 

= (DyU, T) + (U, DoT) — (Du ,T) 
= (DyT, UY = (D,U + [U, T], U) 

= (DU , U) = (D2J, J) 


= (Ì(b), J(b)), 
在 上 面 计算 过 程 中 我 们 用 了 高 斯 引 理 和 [7 一 0, 另 外 为 书写 
简便 , 我 们 多 次 未 标明 函数 应 在 r) ARE. WHE, 
设 M ,外 是 =” 维 黎 曼 流 形 ，y:[0, 5 一 M，7:[0，01 一 六 

是 正规 测 地 线 ; Mik x* 一 7(0), 一 7(0). 令 p, 5 分 别 是 MM， 
Mth x, 和 的 距离 函数 ,又 令 

RG) 一 max{Mr 中 包含 FO 的 平面 之 截面 曲率 } ， 

KG 一 min{M yw) PRS 7) 的 平面 之 截面 曲率 }。 
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Hessian 比较 定理 假设 : (1) 7 与 是 稳定 最 短 的 ; (2) 
Ki) < KO), Ve, We, 5 在 ?7、 了 附近 是 C” 的 ， 并 且 沿 着 7， 
7 ， D’ > D'o. | i | | 

定理 中 记号 “D>D?p” 的 解释 ， 对 于 任意 +E10, 6] 和 
KE Murs K€ Mets Re |X| = |F| 9 (X, TCE)? = (X,7(2)), 
就 有 : l 

DC, X) > Dp(X, X). 
Hessian 定理 的 证 明 六 可 唯一 分 解 为 
X = AX, teit Y, 
其 中 《Y ,7?7(7)) =0. HF 
Dip(7(2); F) = FOIE) 一 (Dan7Gz))p = 0， 
D’o(7(t), Y) = YYp — (Dan Y Jo 


一 0 (Y, 2) - (Dio Y, S) 


= (Y, Drs 2) = 0, 


所 以 E 
Dio(X, X) = (X, FYD), H) 
mT + 2¢X, IEDC, Y) 
+ Dp(Y, Y) = Dp(Y, Y). 
类 似 地 有 | 


X= (X, 7D) + Ý, 
D(X, X) = DAY, Y). 
Ae REDAC, X) > D’o(X, X) 就 相当 于 要 证 
DeC, Y) > Dp(Y, Y). (8.5) 
CY, F ~ 0 = F, 7), 
IY |? = |X — (X, tG T|? 
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= |X)? — (X,Y 
/ = (Kl? — CX, FY = |f}. 
HY 7,7 BRE RW MERLE. BI $7 引 理 7 可 分 别 
wey, 了 造 正常 Jacobi 场 ], J, 使 得 
=Y, J) =f, 
利用 引 理 5 和 引 理 4 立即 可 证 得 (8.5). WER. 

在 给 出 Hessian 比较 定理 的 一 些 推论 之 前 , 我 们 先 计 算 常 曲 
ESA Do (当然 在 稳定 最 短 测 地 线 的 邻 域 内 来 算 )。 这 主要 
利用 引 理 5, 故 先 算 初 值 为 零 的 正常 Jacobi 场 。85 的 习题 4 告诉 
我 们 , 初 值 为 零 的 正常 Jacobi 场 是 几乎 平行 的 . MEG) BAW 
地 线 7Y(#) 平行 的 单位 向 量 场 ， 那 么 要 算 的 Jacobi Be JG) = 
OEG), eb fe 


全 + Kf = 0， 
YO) = 0, 
因此 解 得 | 
ct, 当 天 = 一 0， 
(a=desin/ Kt, %K>0, (8.6) 
| c sinhA/ — Kt, a K <0, 
其 中 < 是 第 数 . / : 


设 7:10, 8] M 是 稳定 最 短 的 ，XE Mrsys XLII). X 
设 JO 是 沿 着 7 的 初 值 为 零 的 正常 Jacobi 场 并 且 (2) =X, 
那么 | oe | 
DT = |f(b)| = |X], 


=a 7 = į b) 2 
| (JC); KE) FEE) Cb) | 站。 
从 而 由 引 理 5 得 


D’p(X, X) -i XP. 
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对 于 一 般 的 Xe M rw 假定 7 是 正规 的 ,那么 有 分 解 
X = (X,7(6))7(6) + Y, 


E 
D’o(X, X) = DY, Y) = ne YP 
一 re IX — (X, 7(b))7(8)? 
Bn 


Dp(X, X) >= a {(X, X} — (X, 7(6))*}. (8.7% 


现在 我 们 列 出 Hessian 比较 定理 的 一 些 推论 。 在 这 些 推论 中 
保留 Hessian 比较 定理 的 假设 ,我 们 不 再 更 氢 。 
推论 6 若 f:[0,5] 一 民 是 一 个 CMBR f > o0), W 
沿 着 7 与 了 有 
| : D’) D’). 
证 明 由 于 
DCX, X) = XXIe) — (DxX)t(p) 
= f'(p){XXp — (DxX)p} + f' Ce) Xey 
= f'(p)D'o(X, X) + ff Ce) X, 7Q))*, 
故 结论 自明 . 
推论 7 HES rec, bl 有 ABC) S Aer). 
证 明 由 于 A = trD?, 帮 结论 自明 ， / 
推论 8 设 M 是 一 个 单 连通 黎 曼 流 形 ，x & M ,P 是 到 x* 的 距 | 
Bt, 如果 M 的 截面 曲率 魏 0 Ae M 一 ~ tx] 中 


Ap 之 一 Zi 
p 


d 


D'e > 2g (g 是 M RSE). 
MAM 的 截面 曲率 << c’, W 
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Ap > (n — 1)c coth cp, Ap 22+ 2(n 一 1 )cpe coeth cp, 
证 明 ”由 于 MM 的 截面 曲率 过 0 ,从 Cartan-Hadamard 定理 可 
知 : M 中 任意 测 地 线 必 是 稳定 最 短 的 , 因此 可 用 Hessian 比较 定 
理 ， 利用 (8.6),(8.7) 算 出 截面 曲率 恒 为 零 的 尝 形 有 : 


Ap 一 n ， De = 2g. 


截面 曲率 为 —? 的 流 形 有 

Ap 一 (人 一 1)ccothcep， Ap 一 “十 2(n 一 1)cpcoth cp. 
从 而 证 得 推论 8。 
注 记 6。 Hessian 比较 定理 的 更 要 紧 的 应 用 可 在 [GW3] 的 
“45 与 $6 中 找到 。 正 如 Rauch 比较 定理 一 样 , 这 个 定理 也 可 有 技 
术 性 改进 ,参阅 [K1]. | 

Laplace 算 子 比较 定理 kM, MEn ERZE, 

7:10, 5] >M 5 7:10, b]— M 

是 正规 测 地 线 , 令 «= 700), 和 一 7(0)。p 与 5 分 别 是 M ,好 中 
到 x, x 的 距离 函数 ;M , 和 中 的 Ricci 张 量 与 Laplace 算 子 分 别 
记 为 Ric, Ric, A, A. 假设 : 

(1) y,7 篆 是 稳定 最 短 的 ; 


(2) 对 任意 rE [0, 61, Riel +, PC) < Ric(?, 7) 

(3) M ty A SSR, 
结论 : 

(1) Aal7@)) > Ar), Vie C0, bl; 

(2) Ap(7(b)) = Ap(r(b)) SERMAWNER + [0, b), 
Mie PHS TO 的 平面 之 截面 曲率 是 ,而 且 沿 7 的 每 一 初 值 为 
零 的 正常 Jacobi 场 JO 必 可 表 为 OEG, KH EG) EW T 
的 平行 向 量 场 , f:[0, 51 一 民 是 下 列 方 程 

人 + kf =0, 
f(0) = 0 
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的 一 个 解 。 

定理 的 证 明 及 讨论 我 们 简 记 Laplace WIRE, Hes- 
sian 比较 定理 分 别 为 LCT，HCT、 因 为 Ric、A 和 分别 是 截面 由 
率 与 算 子 D 的 “平均 ”， 故 LCT 可 以 认为 是 HCT 的 “平均” 形 
式 ， 从 而 自然 期 望 LCT 的 证 明 相 似 于 HCT 的 证 明 。 实 际 上 确 
实 大 致 如 此 ,但 是 不 完全 一 样 ,以 致 我 们 要 在 LCT 的 假设 中 增加 
一 个 条 件 ， 舟 是 一 个 空间 形式 ,才能 保证 HCT 的 证 明 方 法 可 以 
平移 过 来 。 这 一 点 希望 大 家 注意 。 我 们 知道 A 一 tD, SRE O 
Mra PALES TERET Cat 之 后 ， 


Ao(r(b)) -> Doers ci). 


如 果 更 令 e = 1b), 那么 由 于 
Drp(ey e:) = D? pC), 7(b)) = 0, 
故 
Ap(7(6)) = > D'p( ei, €i). 


接着 仿照 HCT 的 论证 ， 选取 沿 7 的 正常 Jacobi 场 Ul, i = 2, 
ssn, (FG U0) = 0, U' (a) 一 c;。 于 是 由 引 理 5 有 


| Ap(y(B ) ) = > (U'( 6), Us (b))> 
又 由 公式 (7.， 7) 得 
Aplr(b)) 一 ya 1(U', U’), 


HS AD) Jab By yet 7 的 正常 Jacobi 场 UF 使 得 | 
U'(@) = 0, (b) = Èis i 
其 中 {2 = ¥(b), E25 "" "9 Caf 是 Mocs 中 么 正 标 架 , 故 育 


AC) = 1G, &), 
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所 以 LCT 的 证 明 化 归 为 证 明 下 列 的 引 理 9 (类 似 于 引 理 4). 

引 理 9 在 LCT 的 假设 下 , 又 设 {U hac, {D heic 分 别 
ERT, 的 正常 Jacobi 场 ,使 得 Ui(0) = U0) = 0; {U1(2)} 
与 {0:(5)} 分 别 是 Mrs), Mro 中 么 正 向 量 组 。 则 

> 1(Ui, UÏ) < > (Ŭi, 0), 

证 明 正 像 证 明 引 理 4 一 样 ， (UO) = 7(b), Ub), + 
U*(b)}, {U'(b)=F(b), DCE), +++, U(b)} SRB, F BH 
动 得 到 标 架 场 {el#), "se a(#)}, (EG). rty AOP [ET 


UG) 一 ROOF 
那么 令 | 
Uil) = > ROZON 
由 Jacobi 场 的 极 小 性 ($7 引 理 6) 得 
I(U', UN <S 1(Ui, Ui), Vi~=2,..., 1. 
从 而 l l 
> I(U', UY < 之 人 0 
下 面 就 要 证 明 ， B 
> (Ui, UD < > 1(Ui, ^), 
继续 仿照 引 理 4 的 证 明 ， 有 


> (Ui, Ui) = Di — Riit, U), 


ma 


551,05 = Sf br — wt, D), 


i=} 2 


于 是 要 求 我 们 证 明 : 对 任意 +E [0, 61, 在 ra, FORA 
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> CRiyi¥, Ui) > S CR (Ri Dy. (8.8) 
在 7(6) 处 上 上 述 不 等 式 右 端 恰 是 BE 7)(d), 这 是 因为 
{FC6), Ub), ---, U*(b)} 
ELERA 染 。 根据 {Ui} 的 造 法 ,可 知 
{7(b), Ub), «++, USO)} | 
也 是 么 正 标 架 ， 从 而 不 等 式 右 端 也 就 是 Ric (7 , ?)(8)。 可 是 在 
:一 时 (7). PO, 5)} 可 能 不 再 是 正 交 了 ,(8.8) 的 右 
端 也 不 再 是 Riž), 0) 或 它 的 某 一 倍数 了 。 想 要 证 明 (8.8) 
WA LCT 的 条 件 (2) 是 不 行 的 ， 简 单 的 办 法 是 在 LCT 中 增加 
条 件 (3), 此 时 由 于 闻 的 Jacobi 场 简 单 ， 
hi Ce) = fC2)8;;, 
其 中 Ko) 满足 | 
ft + kf =0, 
f0) = 0, f(6) = 1, 
所 以 


> (Rea? TYG) 一 PORIE, PNO, 


> (Reyi¥, UD) = PDR 7, HG). 


于 是 (8.8) 便 成 立 了 ,从 而 证 得 引 理 9 和 LCT 的 结论 (1)。 
现在 我 们 来 证 明 LCT 的 结论 (2). 假若 
APCE) = Ap(7r()), 
那么 上 面 论证 中 出 现 的 不 等 式 丝 变 成 等 式 ， 特别 地 对 i 之 2 有 
ICUi, ID = 1(Ui, Ui). 
wa $7 引 理 6 得 Ui = Ui，VYi 之 2。 由 前面 做 法 可 知 
UI) = Kees). 
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我 们 知道 沿 7 的 初 值 为 零 的 正常 Jacobi 场 JG) 必 可 表 为 UC), 
Ue) 的 线性 组 合 , 所 以 


O = D>) ei = Def eR. 


这 便 推出 LCT 结论 (2) 的 必要 部 分 。 至 于 充分 性 部 分 则 是 显然 
的 。 至 此 我 们 便 完成 了 LCT 的 证 明 ， 

现在 给 出 LCT 的 一 个 推论 ， 

推论 10 假设 同 LCT, 如 果 f:[0, 5] 一 RR 是 一 个 C” 增 函 
数 ( 即 F 之 0), 则 对 任意 2€ [0, b], 

AfCE)CFC)) > ARNT). 

证 明 由 于 Arle) =f C)+ FCA, KEIC BM. 

注 记 7， 在 论证 LCT 的 结论 过 程 中 处 理 (8.8) 几乎 陷于 绝 
境 时 ， 增 加 条 件 (3) 无 疑 是 回春 的 妙笔 。 看 来 不 假定 和 是 空间 形 
AH LCT 似乎 不 大 行 ， 此 外 换个 角度 看 ， 如 果 用 假定 M 是 空间 
形式 代替 条 件 (3), 其 余 的 假设 不 变 , 则 此 时 结论 不 成 立 (建议 大 家 
自己 造 一 个 反例 )， 我 们 将 在 $11 中 给 出 LCT 的 一 个 应 用 , 那 时 
LCT 的 结论 (2) 起 着 决定 性 作用 。 

作为 本 节 的 结束 ,我 们 简单 讨论 球面 定理 (在 第 142 页 已 提 过 
的 ) 以 表明 Rauch 比较 定理 是 如 何 出 现在 它 的 证 明之 中 . oO 

拓扑 球面 定理 如 果 M 是 一 个 紧 致 单 连通 黎 曼 流 形 ， 它 的 截 
面 曲 率 玉 满足 


那么 M 局 年 于 球面 。 
条 件 (8.9) 是 下 列 条 件 的 单位 化 


o< KKK, 


其 中 不是 某 正常 数 ， 对 黎 受 度量 乘 一 个 常数 以 之 来 改变 截面 曲率 
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(MOK (4.1)), 由 此 可 知 : 上 述 关于 天 的 丙种 条 件 的 球面 定理 
彼此 等 价 。 球 面 定理 在 1951 年 首先 为 Rauch 所 证 上 明 。 当 时 他 做 
了 一 个 强 的 假设 ， 即 将 (8.9) 中 的 1/4 换 成 接近 3/4 的 数 。 后 来 
Berger 与 Klingenberg 成 功 地 将 玉 的 下 界 推 进 到 1/4。 对 于 侦 维 
访 形 ，(8.9) 古 最 佳 的 条 件 了 ,因为 复 投 影 空 间 的 标准 度量 的 曲率 
WEIW/+<K<1, MERAH. 4 (8.9) 有 关 的 一 些 进 
一 步 评论 将 在 下 面谈 到 . 
”拓扑 学 中 有 一 条 Brown 定理 (参阅 [B6])， Cats: 如 果 一 
个 紧 致 流 形 M 是 两 个 开 集 之 和 ,其 中 每 一 开 集 皆 间 胚 于 R*， 那 么 
MART S. 当然 这 个 定理 是 对 的 ， 不 过 要 是 你 不 相信 也 没 关 
A ,可 是 它 那 说 明 事 物 的 方式 对 我 们 大 有 启发 ， 照 那里 的 说 法 , 现 
在 取证 球面 定理 时 首先 做 的 事 是 寻找 两 个 点 Ps 9 € M ,使 得 exp ,: 
M,—>M 5 expy:M,->M 分 别 限制 在 开 球 B,C8,)，Bs(8,) 上 
KD LK, 并 且 M = Cexp,B,(3,)) UCexp,8(%)), 由 于 
exp.:M,—> M 限制 在 M. 中 足够 小 的 B.(8) LREROAR, 
因此 我 们 现在 面临 这 样 的 问题 : 5 能 够 有 多 大 ? 定义 M 的 单一 半 
i= iM) 如下: 
IM ) = inf {6(x):6(x) JEM, 中 使 exp, ER LAH 
分 同 有 路 的 最 大 开 球 的 半径 }. | 
WR RRB UK. 由 $3 引 理 1 知 并 M)>0. 从 而 对 任意 
x€M, exp, 在 B,G(M)) LÆRAR. 以 后 记 B,GCM)) 
为 B(x)。 我 们 希望 合适 地 选 2s 4EM, W / 
M = (exppB(p)) UCexp,B(q)). 
为 达 旧 的 粗略 看 来 了 与 4 应 该 相距 越 远 越 好 ， 自 然 也 希望 M) 
越 大 越 好 ， 通 常 称 4(M ) = max (d(x, »)} 为 M 的 直径 ， 故 先 
b 9EM 使 得 dp, 9) 一 dM)， 关 于 iM) 多 大 合适 呢 ? Z 
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iM) > dM). 


我 们 知道 当 截 面 曲率 >1/4 时 ,由 M 的 紧 致 性 及 Bonnet-Myers 
定理 可 知 : dM)<2e, BBE BR (CM) Sx BRA 
以 从 下 面 Klingenberg 对 ICM) 的 下 界 估 计 得 到 (参阅 【CE1). 

Klingenberg EPH ”如 果 M 是 紧 臻 单 连通 黎 受 流 形 ，1/4 < 
K<1, W | 

i(M) 2x, 

至 此 我 们 已 经 知道 


dlp, 9) = dM), iM) Su > — d(M ) 


了 .现在 我 们 大 有 希望 证 出 M 一 8B,U Bs, 其 中 
B, = exp,(B(y)), Ba == exp,(B(q)), 

B(p) 与 B(4) HEBRE (M). 这 真是 对 的 ,原因 简 述 如 下 : 

S i(M) == 8 之 x， 我 们 其 实 要 证 明 : MR «rem, dx, 
Pp) 之 6, 则 d(x, 4) 一 人 . 

参看 图 84, RN 1 
?到 x 的 最 短 测 地 线 , 于 是 
L(Y,) 28. 由 于 pf, 7 相距 最 
远 。 从 而 不 难 证 月 有 一 条 连接 
乡 全 9 的 最 短 测 地 线 7, 使 得 
?7, 与 7: 0% 0 < zj/ 2， 随 
便 取 一 条 连接 * BIW eM 
地 线 5, 我 们 希望 证 明 LOS 
6。 由 于 K>1/4 及 M 的 紧 臻 
性 , 故 存在 8 > 0, 使 得 图 8.4 


K > 


oA 
G— ey" 
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我 们 知道 R 中 半径 为 (2 一 e) 的 球面 SO 一 e), 它 的 截面 曲率 
是 1/(2 一 6》 我 们 比较 M 与 5(2 一 s)， 在 PQ 一 8) 中 画 测 
A 地 三 角形 ABC (WE 8.5), 使 得 
‘ ARG, AB 5 AC 的 边 长 分 别 
是 L(Y,) 与 L(7,) 三 da(M ), 夹 角 
为 ZA 一 0. 由 于 
AB = L(7,) 之 pp 之 x， 
AC =d(M)2iM)22, 


~ 7 mol B，C 都 在 南半球 。 MAF 
0 < x/2, 想 一 想 或 者 用 球面 三 角 公 
图 8.5 ARJA 
BC < 过 (K)= + 2n(2 —8) <a BZ, 


因为 WM 的 曲率 SLO 一 8) 的 曲率 , 故 M 中 了 从 出 发 的 测 地 线 向 前 
挤 在 一 起 的 速度 较 5*(2 一 se) 中 的 快 ,因此 直觉 想来 LCC) < BC, 
从 而 
d(x, q) = LE) S BC <&, 

这 便 证 明了 M = B,U 3,，、 上 面 想当然 的 不 等 式 L(5) 和 BC 其 
实 可 以 严格 证 上 明 ， 它 是 三 角形 的 比较 定理 ,很 像 前 面 说 的 推论 2 ， 
”人 们 称 它 为 Toponogov 比较 定理 。 其 证 明 本 质 上 依赖 于 Rauch 
比较 定理 ,证 法 大 体 上 像 推论 2 的 一 样 ， 不 过 一 般 村 出 现 共 思 后 ， 
这 就 使 证 明 复杂 起 来 了 。 也 应 该 提请 注意 的 是 ， 现 时 对 M = 
B,UB。 有 一 种 新 的 证 明 ， 直 接 用 Rauch 比较 定理 而 无 须 借 助 
Toponogov 比较 定理 (参阅 [T2])。 不 管 怎 样 ， 我 们 都 是 想 使 读 
者 知道 ，Rauch 比较 定理 是 如 何在 证 明 球 面 定理 时 起 作用 的 。 

应 该 指出 ,一旦 证 明 M = B, UBs， 就 可 直接 明确 地 造 出 M 
与 球面 的 同 胚 ,完全 用 不 着 前 面 提 到 的 那个 拓 扣 定理 (LB61)。 不 
过 饮水 思源 起 来 ,那个 拓扑 定理 溢 清 了 思路 ， 
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现在 我 们 再 介绍 球面 定理 的 两 类 推广 。 其 一 是 将 假设 (8.9) 
HA 1/4 <K < 1 结论 如 何 呢 ? 

FH Bonnet-Myers 定理 和 Klingenberg 定理 立即 可 得 r< 
(M) S dM) < 2r。 接 着 我 们 分 三 点 介绍 : 

(1) 当 dM ) 一 2x 有 时， 可 证 出 人 等 距 同 构 于 S*(2) GER 
这 个 结论 其 实 只 须 假设 K 之 1/4 和 d(CM) = 2r HBT). KARE 
所 就 是 Toponogov 最 大 直径 定理 。 在 $7 中 我 们 已 经 提 过 有 一 个 
更 强 的 结果 , 它 就 是 $11 定理 8 。 

(2) 当 dM) 一 xz 并且 M 单 连通 时 ，Berger 做 出 了 一 个 使 
人 惊奇 的 结果 。 他 断言 : M 或 者 等 距 同 构 于 SA), 或 者 等 距 
同 构 于 复 射 影 空间 , 四 元 数 射 影 空间 和 Cayley 数 射影 空间 之 一 . 
在 后 三 种 情形 下 曲率 可 取 到 1/4 和 1。 显然 ， 这 个 定理 被 称 为 
Berger 最 小 直径 定理 ， 

(3) SMS, «< d(M) Ff, Berger 证 明 此 时 M t E 
有 叹 于 8?. 这 个 结果 与 拓扑 球面 定理 各 有 所 长 .最 近 Grove 与 Shio- 
hama (参阅 [GS1]) 改进 Berger 的 这 个 结果 ,他 们 证 明 : 

“ 当 对 是 紧 致 黎 曼 流 形 , 全 <， = <d(M)it, Mii 
AY S (注意 ,这 里 不 假定 M 是 单 连通 的 ).” 

由 于 从 条 件 1/4 << Kx 1 可 推出 存在 òi, d/t Kus 
1, 又 由 此 推出 | | 


aM) 2i(M)>x«x> 


Ve 
所 以 Grove-Shiohama 定理 又 是 拓扑 球面 定理 的 推广 。 

如 果 人 们 愿意 假定 M 的 单 连 通 性 ， 又 能 利用 拓扑 与 几何 中 的 
一 些 艰深 定理 ,那么 Grove 与 Shiohama 的 结果 可 以 用 Morse 理 
论 推出 来 ， 进 一 步 讨 论 ,请 参见 59 ER. 

球面 定理 的 另外 一 类 推广 着 眼 于 结论 上 加 强 。 是 否 可 推出 流 


”loli。 


Ô 
及 TS Ku, 


eM MUS UIST RE CHEER LETHAL) Roa n< 6, 已 经 知 
BAYT So 的 微分 流 形 必 与 VRAOAR. MaeS7 it. Ae 
BSS 同 胚 但 不 微分 同 还 (参阅 [KM])。 是 否 假定 1/4<K <1 
就 能 保证 微分 同 胚 于 8"*， 这 依然 是 一 个 未 解决 的 问题 。 目 前 所 知 
道 的 是 : 对 任意 ”存在 5.(8。 | 0.68.…:, 当 = 一 oo 时 ) 使 得 如 果 
5 委 天 扫 1, 那 么 紧 致 单 连通 ” 维 流 形 必 微分 同 胚 于 Ss”. 这 是 许 
多 人 共同 奋斗 的 结果 , 他 们 是 Calabi-Gromoll (1966 AEA), 
Sugimoto-Shiohama (1970 年 左右 )， 取 5, 较 大 时 的 类 似 定理 的 
iA AA py LCE 党 七 章 。 关 于 前 面 提 到 的 6, 值 ， 可 看 ORI. 

关于 比较 定理 的 最 新 动态 也 可 参见 TIHK], 
AS. 设 M 是 2 维 单 连通 完备 黎 受 流 形 ， 天 < 生 一 <<0， 其 中 天 是 高 
其 曲率 ， 设 0eM， 令 6 是 到 0 的 距离 函数 , WIE (enn?) 是 cm 的 ,并 


A(tanh 2) >o, 
关于 这 个 习题 ,我 们 来 讲 几 句 。 注 意 tanh E 是 有 界 的 . 一 个 


C™ RR f 称 为 是 次 调和 的 ， 如果 ASO. 于 是 题 中 这 样 的 M 上 
就 有 一 个 韭 平 凡 的 有 界 次 调和 良 数 。 之 所 以 感 兴趣 这 样 的 结果 ， 
根源 于 下 列 事实 : 

(1) 当 将 RR 看 成 C 并 将 dx 十 4 入 形式 上 记 为 dsdz 之 后 ， 
RME C 上 一 个 形 好 hdzdz 的 黎 曼 度量 称 为 Hermite 度量 其 
中 大 >> 10。 试 证 人 上 一 个 5” 函数 关于 Hermite 度量 是 次 调和 各 
的 当 且 仅 当 关于 C 中 平坦 度量 它 是 次 调和 的 。 于 是 C 上 次 调和 
性 是 一 个 独立 于 Hermite 度量 的 性 质 . 

(2) BAC 上 不 存在 非 平 凡 负 的 次 调和 函数 (参阅 (ASI). 

由 此 可 见 C 不 只有 这 样 的 Hermite 度量 , 它 是 完备 的 ,曲率 
Kse, 进一步 讨论 ， 参见 下 面 的 $9， 
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附 录 


我 们 已 经 证 明了 Rauch，Hessian 和 Laplace 算 子 的 比较 定 
理 。 这 些 定理 实质 上 是 对 沿 着 测 地 线 的 两 个 Jacobi 场 作 比较 ( 见 
引 理 4 和 引 理 9). 证明 的 关键 是 将 曲率 小 的 流 形 上 的 Jacobi 场 
WE "曲率 大 的 流 形 上 ,得 到 一 个 新 的 向 量 场 , 再 以 之 作为 标准 分 
别 与 原先 两 个 Jacobi 场 按 指标 形式 作 比 较 。 我 们 已 详尽 地 叙述 
了 这 种 做 法 ,这 不 但 符合 这 些 比较 定理 的 发 现 过 程 : 而 且 从 几何 工 
看 也 是 很 直观 的 。 可 是 设想 一 下 ，Jacobi BRAK Jacobi BA 
程 的 解 ,因此 它 的 性 质 应 能 从 方程 直接 推导 出 来 。 作 为 Rauch 比 
较 定理 的 特例 的 Sturm 比较 定理 ,当初 不 正 是 从 研究 方程 得 出 的 
> 这 个 附录 打算 把 这 些 九 何 的 比较 定理 写成 常 逢 分 方程 组 的 比 
较 定 理 ， 并 给 予 独立 的 证 明 。 当然 这 证 明 不 过 是 将 几何 比较 定理 
的 证 明 小 心地 翻译 过 来 爱 了 。 为 市 管 篇 幅 ， 我 们 省 略 这 种 翻译 过 
程 。 不 过 作为 补偿 。 我 们 最 后 将 微分 方程 的 比较 定理 翻译 成 几何 
的 比较 定理 。 | 

设 gl(# —1, R) fen 一 1 阶 实 方 阵 集合 ，K:[0, 6) > 
gl(w 一 1, R) 是 一 个 映射 满足 天 * 一 天 ,其 中 天 * 表示 天 的 转 置 .又 
x A-[0,5)— gl(n — 1, R) 
是 下 列 常 微分 方程 组 的 解 


O dA. | 
ACO)=0, q (0) = 工 (单位 方 阵 )， 
其 中 :是 [0, b) 的 自然 参数 ， 
引 理 11 (1) (44*)* = AAt, 其 中 A, = <i 
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(2) 如 果 在 (0, b) 上 4 存在 , 则 (A474,)* = AA, 
证 明 因为 | 
(AA* — (AA*)*), = AA* + AAE — A,,A* — A,A" 
= —/4(AK)* + (AK)A* 
= A(K — K*)A* = 0, 
(AAT — (AAT)*)(0) = 0, 
所 以 | _ 
AAt — (AAT)* =0, AAT = (AA). 
若 A 存在 , 则 可 将 上 式 变形 为 
Af(A*) T = A'A, 
这 就 是 《4714,)* = AA. TER, / 
t C,DEATNRAK, WEATER Ca, +++, i) 与 
(Bis tts BER, CIRE Ud = De, BA 


a s f 
(as we 8s Ona )C | j> (bis m8 %y B.-1)D | } 
yy Pat ‘ 


那么 我 们 记 为 C >D. 
i 4:[0, b) 一 gl(n 一 1, DBE 
他 + AK = 0,. 
A(0) = 0, 4,00) = 1, 
其 中 K.0, 6) > s(n 一 1, R) ABE: Rt R, 
引 理 12 设 在 (0, 6) 上 A", A ERE, 并且 K>K, Wy 
AAKA A. — 
证 明 因为 
. [ACAA, — A74, )A*], 
= ALA d,( AA, — A'4,) 
+ (—A1A, AA, + ADAG 
+ AAAA, ~ AA) 
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+ (AA, — AA, )A*(A*)“JA* 
= Al[AA,A"A, — A'A, AA —K + È 
+ AAA :4, -- AAAA, JA* 
一 —A[(K — R) + (A74, — 4A, 14", 
RP | 
[A( AA, — AA, )A*], 
= —A[(K —K)+ (47'A, — A74,)*]A*, (8.10) 
所 以 由 (8.10) 右 端 负 定 可 知 | 
A( AA, — AA, )A* < lim (ACA A, — A'A)A*]= 0 
(RIE: “2 一 0 时 ， A~ 41,47 ~ 一 1,4,~1, ~il, 
A~il), W AA 一 AA, 这 时 我 们 还 不 能 立即 得 到 
A 1A,<A™1A,( 为 什么 ?请 大 家 想 一 想 )， 因 此 对 证 明 还 须 做 一 点 
修改 。 对 于 任意 正 交 方 阵 UE O(n), MM KK>KK 可 得 K >-UKU™, 
又 易 见 UAU> 满足 ; 
(X, + XUKU" = 0, 
WA = 0, X,(0)= 1, 
故 由 上 面 论证 可 知 
AA, — UX X,U O, 
这 就 表明 AAAA. WEHE, 
引 理 13 设 在 (0,5) 上 At, A wee, 并且 K>, w 
在 [0, 6) 上 有 
(1) AAS <AA?, 
(2) AA*<AA*, | 
证 明 HER (aw, ett, ana) 5 (Bs tts Bama) E R™ 使 得 
DG; = bi = 0, 
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f = (a, "ety ,,)4A* | 


| 


BN 
& 一 (fis e3 Bi)AA* | 


Baus 
利用 引 理 11 可 知 


B | 
h = 20a, +++, 0,_,)AA* ; 


| 8, 
g: = 2( Bi, t's B.-1)AA* | 
pe, | 
因此 引 理 的 结论 (1) 与 (2) 分 别 相 当 于 f S g, Ig. E 


(a, 5 ""* 9 Ba) = aL CF a as JA, 


V f 


(PB, “ 9 Bai = LL 19 ***% 5 Pay A. 
v4 Baa) Fee (Bis rs Baa) 
WL 之 5 一 1 = De. 故 由 引 理 12 得 


oa \ ĝi 
(ās "**s -DA A, ° is (Bis Te %y B.A A, 9 


TA — į j - 


Rp 
fls ~ gr 
<E. (8.11) 
f aae dorg f 
从 而 (ln £) <0. REME tim L = 1i t <o, <e, 


这 便 证 出 (2)， 又 由 (8.11) 得 
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LE gts 


则 (1 也 证 出 ， 

引 理 14 设 在 (0, 6) LAT, AOR AA, tK Suk, HE 
K 一 h1, 其 中 trK 记 和 矩阵 和 的 对 角 线 上 元 素 之 和 ,天 是 [0,2] 上 
C” Re, N 
| tr(A'A,) <tr(A + A,). 

证 明 因为 Rs KERR 4 RH 
Gated, 
其 中 是 10, 5] 上 的 函数 ， 对 《8.10) 两 端 取 tr 并 将 A=fl 
人 ,立即 有 
(trd( AA, 一 1AA, <0, 

注意 到 lim trA( AA, — A'A,)A* 一 0, 所 以 
trA( AA, — AA, )A* <0 
从 而 

(A'A, — A714,) = 7 ACATA, — XANA < 0, 


EE, i | 
现在 我 们 用 上 述 诸 引 理 推出 几何 上 的 比较 定理 ， 设 7:[0， 
b) 一 M 是 正规 测 地 线 , 取 沿 着 Y 平 行 的 么 正 标 架 场 fal), es 
ee CHER e) = iG), LO: -, JO 是 沿 着 7 VIER 
Jacobi 场 , 使 得 

Jf) = 0, J(0) = (0), Yi=1l, snl, 
这 时 Ji} TAX 


Ji) ~ fe,@) 
| |- | } 
J.Q) TROF 
其 中 4:[0, b) — gl(w — 1, R). FE {J3 满足 的 Jacobi HH 
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程 变 为 
4 十 AK = 0, 
其 中 天 一 (Ki ici， jw-15 Ki = (ROY, 7 ， ej). 容易 算出 : 
(<Jis Ji? ves :jl 0m AA*, 
(Deis Ji) )isiices = AAT, 
(Dip(eis éi) )iciics- = AA,» 
Ap = trA 4,. | 
由 此 可 知 : 引 理 13 的 (2)， 引 理 12， 引 理 14 分 别 就 是 Rauch, 
Hessian, Laplace 算 子 的 比较 定理 。 | 
最 后 我 们 指出 ,证 明 上 述 各 比较 定理 的 过 程 中 (8.10) 是 特别 
重要 的 。 它 反映 了 过 去 证 明 几 何 比 较 定 理 时 的 关键 。(8.10) 中 正 
CAA, 一 A'A, 相当 于 Jacobi 场 在 指标 形式 下 的 极 小 性 ,等 
式 中 不 对 称 地 出 现 4 与 4 反映 了 “曲率 小 流 形 上 的 Jacobi 场 搬 到 
MBAR ELE 这 一 手法 。 顺 便 指 出 , 仔细 考虑 (8.10) 还 可 将 
引 理 12,13,14 改进 , 找 出 结论 中 不 等 式 变 成 等 式 的 充 要 条 件 。 如 
RU 4:[0, 5) 一 gm, R)，K:[0,5) 一 gl(m, R) 代替 前 面 讨 
whi A, K (eiim TAURA # 一 1)， 那 么 也 有 相应 的 引 理 
11 一 - 引 理 13。 此 时 只 须 将 C > DD 理解 为 ，C 的 特征 值 宇 DD 的 特 
征 值 就 可 以 了 。 这 些 都 较 容易 , 故 不 再 说 了 。 
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§9 Morse BATH 


本 节 参 考 文 献 
[M1], 815 (讲法 上 无 可 了 匹敌). 


将 要 讨论 的 Morse 指数 定理 可 以 认为 是 讨论 指标 形式 的 高 

潮 , 它 主要 是 将 $7 中 的 引 理 2 一 5 推 到 它们 的 逻辑 终结 (因此 一 开 
请 大 家 复习 $7 中 的 那些 引 理 )， 此 外 、 这 个 定理 也 提交 了 所 谓 

无 穷 维 Morse 理论 的 基石 。 我 们 先 叙 述 并 证 明 这 个 定理 ,而 后 再 
讨论 它 的 意义 及 应 用 . | | 

设 7:10,5] 一 M 是 一 条 测 地 线 ， MH rb) HF rO), 
我 们 就 把 B(0, 5) 中 所 有 Jacobi 场 构成 子 空间 的 维 数 称 为 rO) 
的 重 数 。 换 句 话 阁 ， 重 数 就 是 所 有 在 0， 处 为 零 的 沿 7 的 正常 
Jacobi 场 构成 空间 的 维 数 。 往 后 我 们 假定 dim M =n, HAH 
轿 点 的 重 数 至 多 为 # 一 1， 这 是 因为 上 面 提 到 的 Jacobi HJ W 
足 

(i), 70)) = I) ,70)Y = 0, 

AUIE) LI) ,继而 由 35 引 理 1 可 知 所 有 上 面 的 Jacobi HS 
7(6) 的 垂直 补 7) 中 其 子 空间 一 一 对 应 ， 这 一 一 对 应 是 由 
J JČ) 给 出 的 。 由 此 可 见 重 数 至 多 为 n 一 1. 下 面 考 虑 定义 在 
%,(0 ,5) = % 上 的 指标 形式 1。 回忆 一 下 , %, 是 所 有 沿 着 7 的 某 
些 向 量 场 的 集合 ,这 些 向 量 场 是 分 毁 C 的 ,处 处 与 了 BB, HE 
在 0 与 5 处 为 零 的 。 工 的 零 化 数 G) 定义 为 工 的 零 化 空间 的 维 
数 , 即 

v(b) = dim{X E B,(0, 6): WHER YE B, IK, Y) = 0}, 
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1 的 指数 Cb) 定义 为 %, 中 使 IT 为 负 定 的 极 大 子 空间 的 维 数 .i(45) 
也 称 为 是 测 地 线 7; [0,6] 一 M 的 指数 。 从 定义 看 v(5)，i(5) 可 
能 是 无 穷 大 ,但 是 Morse 指数 定理 指出 它们 锭 是 有 限 的 。 首先 我 
们 有 

引 理 1 给 定 一 条 测 地 线 7:[0,5] > M ,如 果 7(5) 不 是 7(0) 
的 共 轿 点 , 则 2(5) 一 0。 如果 7Y(5) 是 7(0) PUPS HE AA Ry v(b) 就 
fe V(b) A SERENA E 

证 明 ”直接 从 4$7 引 理 5 推出 。 证 毕 ， 

下 面 我 们 男 定 一 条 测 地 线 >:[0;1] > M ,对 于 每 一 个 +e [0， 
1], FWE Ylona 的 指标 形式 ， 已 是 作用 在 向 量 空间 V0, 7) EW, 
I 的 指数 ， SAR BH iC), vz), 


Morse 指数 定理 i(1) = >: v(t) < ©, 


由 于 引 理 1 Morse 指数 定理 等 价 于 下 面 的 说 法 : I 在 %,(0， 
1) 上 的 指数 有 限 并 等 于 在 low 上 7(0) PAH AER A, 
我 们 在 此 要 特别 强调 , 这 个 和 式 中 不 包含 >(1) ， 亦 即 当 y(1) 是 
7(0) 的 共 箔 点 时 , 它 的 重 数 不 出 现在 和 式 中 。. 


Morse 指数 定理 的 一 个 部 分 是 21 v) 二 co。 很 容易 看 出 


这 个 不 等 式 有 一 个 推论 : 沿 着 >，7y(0) HR ARTE 是 有 限 
的 . 这 个 推论 直观 想来 似乎 是 太 显然 了 (你 也 许 会 想 ， 每 一 个 
Jacobi 场 的 零 尽 思 是 离散 的 ，、 对 计算 共 塌 点 个 数 有 贡献 的 至 多 有 
“一 1 个 线性 无 关 的 Jacobi 场 ,……), 尽 管 这 样 设想 , 但 是 这 个 
推论 仅 有 的 一 个 证 明 是 Morse 指数 定理 提供 的 。 为 了 证 明 Morse 
指数 定理 ,我 们 先 做 些 准备 ， 

引 理 2 如 果 v: [a,b] > M 是 一 条 测 地 线 ,使 得 7(5) 不 是 
yla) 的 共 罗 点 , 则 对 任意 Xe M re » YE M+), 存在 唯一 的 沿 着 
YAY Jacobi 场 U ,使 得 
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U(a) =X, U(b) = | 
证 明 由 $5735l 理 7 可 知 ， 存 在 一 个 沿 7 的 Jacobi 场 1, 使 
得 | 
ita) =0, Le) 一 了。 
RUE TE FETE 7 的 Jacobi 场 Ji tE% Ja) =X, Lb) = 0. F 
是 Jacobi 场 U = J, + ,满足 Ula) =X, UL) =Y, REB 
外 还 有 Jacobi H#URAt MR: Ul) =X, UG =Y, 那么 
U — U 是 一 个 Jacobi 场 , 它 在 a,5 处 为 零 。 由 于 y(e) 不 与 7(4) 
Hip ik U 一 UU DHHS. 证 毕 . 
接着 我 们 讲 一 个 证 明定 理 中 用 到 的 最 重要 的 手法 ， 那 是 从 
B = Bo(0, 1) 中 抽出 一 个 有 限 维 子 空间 T ER I E % 上 的 指 
M, FRASI ET EE. ITEN iia ee 
DSLR O <un =l AAA (0, 11, 使 得 每 一 
T| ttig E TAEAE ch $3 引 理 1 TAMAR). T 
是 定义 
T,= 7,0) = {XE X BSS Thuma Æ Jacobi 场 ， 
Vi=0,---, &}, 
我 们 称 Ts 中 元 素 为 分 段 Jacobi 场 ， 另外 定义 
T, = T,(1) = {XE Bo XRF) = 0, Vi =0, >, k}, 


TA | er We: 
B, =T,@T,, dimT, < ©, (9.1) 
I(T, T) = 0, (9.2) 
I|r, 是 正定 的 ， (9.3) 


7A) WE BA 3X BEER ETE LPR p:T 一 M rep DM rup» 
若 /ET & pI) = (Ja), 7))。 由 引 理 2 可 知 ?是 
双方 一 一 的 ,而 且 契 线性 同 构 ， 因 此 dimT, < ©. MR XED, 
令 jx 一 9p CX(4), ”3 X(4,)), BRM Jx€ T,X — Jr € T;, 从 
而 | 
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X= Jx+ (X— Jx) ET +T. 

又 用 引 理 2 TNT, = {0}, 这 样 就 证 出 (9.1) 了 。 至 于 (9.2)， 
它 可 从 $7(7.7) 推 出 。 为 证 (9.3) , 设 Xe Tis Q Xi EX HL ti tin] 
上 的 限制 ， 令 1; 是 沿 着 Y [teiti 作用 在 Bilt, ti) 上 的 指数 形 
式 ,于 是 由 $7 引 理 2 可 知 | 


k 
(X, X) = >) W(X, X:) > 0, 


从 而 证 出 (9.3). i 

我 们 把 限制 在 T, ERT SMR, HRD BIH aC), 
ii(1)。 由 (9.1)，(9.2)，(9.3) 立即 可 知 LI) = (1), i(1) = 
i(1), 

用 上 面 的 手法 立即 可 得 i(1) < 00, HIE Morse 指数 定理 ， 


只 要 证 明 i(1) = SS) 就 行 了 。 我 们 再 写 两 个 引 理 ， 


引 理 3 设 re(0;,1];, 则 对 足够 小 的 e> 0,0 (rt 一 8) 一 
i(t). WRK EE 5 0, 对 所 有 e0 Ses, A i(t 一 &)= 
i(t). E 

引 理 4 设 ze[0,1), 则 对 足够 小 的 es>0, 有 有 

i(t te) =i(r) + (r), 

目前 我 们 先 用 引 理 3, 引 理 4 来 证 明 Morse 指数 定理 . 

Morse 指数 定理 的 证 明 我 们 考察 定义 在 [0, 1] 上 两 个 函数 
i 和 zi。 从 引 理 3; 引 理 4 可知: 当 7Y(7) 不 是 7(0) HRA 
时 ,就 存在 8 > 0 使 得 ;在 (Tr 一 ,7 十 6) 上 是 常数 ; 当 Y(z) 是 
Y(0) 的 共 轿 点 时 ,就 存在 8 > 0 使 得 i 在 (zz 一 sz 和 (rz 十 
e) 上 是 常数 ,并 且 * 逐渐 变 大 通过 工时 ABR yoo). hea 
见 (如 图 9.1 所 示 ), 当 z+ 从 0 向 1 移动 ,每 遇 到 一 个 (0) 的 共 斩 点 
时 il) 跳跃 vw 之 1, 而 i(1) 有 限 , 故 i 只 能 跳 有 限 次 。 这 表明 [0， 
1] 中 只 有 有 限 个 7(0) 的 共 力 点 。 再 由 引 理 3, 引 理 4 具体 描述 i 
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的 片 跃 情况 以 及 i(0) = 0, 可 见 i 是 阶梯 函数 , WARR. TFE: 
Morse 指数 定理 便 证 完了 。 

引 理 3 与 引 理 4 
的 证 明 ” 仍 用 前 面 提 
”对 的 巷子， 将 I 限制 


“ 变 指数 与 零 化 数 ， 对 
于 7€(0, 1), 我 们 
合适 地 选 一 个 分 割 
IE 捷 
ti+1 一 1 ,使 得 ?| Legit, 
AGRE RGH0, 
esk) HEA j fE 图 9.1 
TE (tt). 令 5 
rile) = {Xe %80, 9 X 沿 每 条 rlu, tia) FE Jacobi 
ee wh, Vi 一 0,.…,j 一 1,， 
JEL rl th Jacobi iy}. 
RAHA 
p": Tit) > Mre OM re: Xe (XC) ss X(+;)). 

由 于 9? 是 线性 同 构 , AUK re ÆR Mre OM rep E 

的 二 次 型 , 记 做 I. 过 去 的 论证 表明 

i(t) = iC"), Cr) = v0"), 

其 中 i), O) 分 别 是 r 的 指数 , 零 化 数 . 
首先 我 们 断言 : 作为 Mrey Be OMre, 上 的 二 次 型 I, 它 
连续 依赖 于 +r。 这 是 因为 对 x*, y EMP Mre 记 
S X =(9")"@), Y = (pg')™(y), 
Xi |= X |u Vim O, “1 一 1， 
X: = X [tejes 
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aA 
T(x, 7) =1(X, Y) = x (X,Y — (X03) Y (73)) 


( 见 $7 中 (7.7))， 
现在 我 们 考察 iC") 如 何 随 7 变化 。 将 有 限 维 向 量 空间 
Mr 中 由 M rle) 中 使 [' 正定 的 最 大 子 空间 维 数 记 作 i. Ce). 
线性 代数 的 定理 可 知 / 
ilr) + v(t) + ilr) = dim( Mra OD: OM ven), 
由 于 eon) aCe hie > 0, 
(tts) Si(r), i (re) > ilr}. 
HH BD A 
(ct) < iltre) = dim(Mre >> ‘OM rup) 一 r6) 
— i (rte) < dim(Mre yO: OM rep) 
— y(r +8) —1,(T) 
= i(t) + v(t) ~ vlr +e) < ilr) + olr), 


EREA 


i(t) <S ilre) Silt) + olr). (9.4) 
假设 有 5 EE < 
ELT < tan CA 9.2), 
那么 
1s(x, x) — I(x, x) 


= I( Xg, Xz) 
— 1(X,, X,). 
E 由 $7 引 理 6 (Jacobi 场 的 
8 r ta 极 小 性 ) 可 知 
图 9.2 I(X., X) < 1(X;, Xz), 


并 且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 Xu) 一 0. HI (eye) < 1*(x,*)， 
并 且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 X) 一 0。 bea’ el’ tom 


* 了 7 条， 


大 负 定 子 空间 上 也 是 负 定 的 , 对 于 此 的 零 化 空间 中 任 一 元 素 x 六 
0,(qpg:)-:(x) 属于 了 在 3B,(0,#) 上 的 零 化 空间 ,从 而 是 Ys 上 
端点 处 为 零 的 正常 Jacobi Hy, CE ti AUDIR (否则 与 ** 0 
AWS) ,所 以 
CX, X) < I(X:, X), I(r,x) < I(x, x) = 9, 
这 样 一 来 在 闫 的 最 大 负 定 子 空间 及 零 化 空间 上 三 BREW, BE 
i(1") 之 六 用) 十 以 三 )。 

于 是 | 
i(t) = i(1) SiC) + v1) = i(£) + (8). (9.5) 
由 (9.4) 和 (9.5) 可 知 


(9.4) (9.5) a | 
ilr) <i(r ~e) Si(r) — v(t — e) <i), 


(9.4). (9.5) 
ilt +e) <i(r) + (7) <i(t +e), 
从 而 
i(t — e) =i(t), i(r +e) ~i(t) + (7). 

5| 理 3 和 引 理 4 得 证 ， : 

Morse 指数 定理 在 几何 与 拓扑 学 中 有 许多 应 用 。519 将 给 出 
它 在 共 罗 轨迹 上 的 一 个 简单 应 用 ， 现 在 我 们 将 简单 描述 它 在 无 限 
”化 Morse 理论 中 的 作用 、 所 谓 Morse 理论 则 是 研究 一 个 通 数 
FEM 一 R 在 临界 点 (f 为 零 的 点 ) 附近 的 状况 号 可 的 拓扑 之 闻 的 
相互 影响 。 我 们 的 讨论 既 要 假定 一 些 代 数 拓扑 知识 ， 又 多 半 是 非 
正式 的 。 一 开始 我 们 就 来 定 一 个 非 正式 的 基调 ， 即 是 说 前 面 对 
Morse 理论 的 描述 中 可 以 容许 MM 是 无 限 维 流 形 。 有 限 维 流 形 上 的 
道路 空间 就 是 一 个 无 限 维 流 形 , 这 个 例子 不 久 就 要 谈 到 ， 

首先 我 们 回忆 有 限 维 Morse 理论 的 基本 定理 @ ( 甲 ) 如 果 
f: MR 只 具有 非 退 化 的 临界 点 , 并 且 每 一 个 Mo 一 {xzeM: 
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fi) <a} 是 紧 致 的 , 则 M 具 有 一 个 CW 复合 形 的 伦 型 ,这 个 CW 
复 形 中 每 一 个 2 维 胞 腔 对 应 着 j 的 一 个 指数 为 2 的 临界 点 。 

” 我 们 复习 一 些 与 上 面 有 关 的 定义 .我 们 可 使 MX 具有 黎 曼 度量 ， 
那么 f 的 临界 点 * 是 非 退 化 的 当 且 仅 当 Dy 是 M. 上 非 退 化 的 对 
” 称 双 线性 函数 (简称 非 退 化 二 次 型 )。 临界 点 x 的 指数 就 是 M. 上 
二 次 型 DY 的 指数 .如 果 dim M = n, PARKA n 的 临界 点 是 
局 部 极 大 的 ， 指 数 为 零 者 是 局 部 极 小 的 。 一 个 胞 腔 就 是 同 胚 于 其 
个 R* 申 的 开 球 者 ， 

举 一 个 例子 说 ，M 一 SCR IR 中 第 n 十 工 个 坐标 函 
” 数 是 a ABZ oe 限制 在 % 上 是 一 个 有 两 个 非 退 化 临界 点 的 函 
数 ,临界 点 是 (0, …, 0, 1) 和 (0, =, 0, 一 1), 它们 的 指数 分 别 是 
n, 和. 反之 ( 见 [M1] 第 25 页 ) ,如果 f MOR 恰 有 两 个 非 退化 
RRA MEKKA, M MAA S (也 可 参阅 本 书 第 158 页 
提 到 的 Brown 定理 )。 可 是 只 用 ( 甲 )， 我 们 仅 能 知道 M 有 一 个 
CW 复 形 的 伦 型 ， 这 个 CW 复 形 有 一 个 4 维 胞 锭 和 一 个 零 维 胞 
腔 。 直 观 想 来 ,M 是 一 个 球面 了 . 
现在 我 们 不 芳 态 有 限 维 流 形 M 上 只 具有 非 退 化 临界 点 的 函数 
fi M >R, 而 去 基 虑 定义 在 0,,, 上 的 一 个 特殊 函数 (长 度 函数 )， 
其 中 O,, 是 黎 曼 流 形 M 中 连接 其 上 两 固定 点 p,9 的 所 有 道路 的 
集合 .与 ( 甲 ) 很 类 似 , 长 度 函 数 L: Q > R 的 临界 点 原来 也 
决定 0,,, 的 伦 型 ,这 是 Morse 的 伟大 发 现在 进一步 讨论 之 前 ， 
人 们 或 许 要 问 : 为 什么 要 对 O,, 感 兴 趣 ? 理由 是 很 多 的 。 我 们 
选 最 简单 的 两 条 来 讲 . M 中 连接 ? 至 4 的 测 地 线 恰 是 工 的 临界 点 
( 见 $6 引 理 1) , 于 是 关于 MM 中 测 地 线 的 信息 可 以 从 长 度 函数 L: 
O, 习 民 那里 得 到 ;第 二 条 是 ,从 同 伦 群 的 定义 可 推出 
mlO) S xal), i=0,1,2,.…. (9.6) 
因此 如 果 对 于 工 : 0, 一 民有 一 个 完全 类 似 于 ( 甲 ) 的 结论 ,我 们 
就 能 用 连接 Pp 至 4 的 测 地 线 来 了 解 M 的 拓扑 。 
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开始 讨论 工 : Q, -> R Ey, EZ $7 开始 的 几 页 ,在 那里 实 
际 上 是 建立 了 一 个 “字典 ” ,将 有 限 维 情形 翻译 成 0，, 情形 . 


有 限 扒 流 形 M Q pal M) 
(CD 一 点 x EORR PIEPT 
(2) 一 个 C” RR MOR (2°) 长 度 函 数 工 : 9 > 尽 
(3) = 处 的 一 个 切 向 量 G) rH — 
(4) Be 出 发 的 一 条 中线 (41) 7 的 一 个 变 分 {re} 
(5) x 是 f 的 一 个 临界 点 ， 即 对 (5') TEER? 至 9 的 一 条 测 地 线 ， 
任意 向 x 出 发 的 曲线 E- 即 对 任意 7 的 变 分 {Ye}， 
FEC) ane = 0 -和 LCa) iano = 0 


(6) 在 一 个 临界 点 zx 处 的 Hessian | (6) 一 条 测 地 线 了 的 指标 形式 
DT 


现在 我 们 采用 完全 形式 的 办 法 将 上 述 的 相似 性 推进 到 它们 的 
势必 相似 的 结论 ， 


A IRERE M Aprl QD) 
(a) x Æ FIEBER A (RI (a ) 沿 测 地 线 yi [0 1]~>M 7(1) 
DY 只 有 平凡 的 零 化 空间 》 Any VCR) aht ia BBN y te 


BCO, 1) 上 的 指标 形式 只 有 平 
AM Bt). RN TRA 


非 退 化 的 
BO 非 退 化 的 临界 点 z 有 指数 4 CO’) 非 运 化 的 测 地 线 有 指数 A 
(O F 无 退化 的 临界 点 Ce) 所 有 连 ? 至 4 的 测 地 线 非 退 化 


( 甲 ) 的 形式 类 似 者 就 是 下 列 Morse 百 论 的 匡 杰 定理 ( 甲 ) 
在 一 个 完备 黎 曼 流 形 轩 上 , 令 ,4 是 计 中 这 样 两 个 点 , 使 得 所 有 
连接 它们 的 测 地 线 周 是 非 退化 的 ( 按 (a) 所 述 的 定义 ), WA Q,,, 
具有 一 个 CW 复 形 的 伦 型 , 这 个 CW 复 形 的 每 一 个 4 维 胞 腔 对 
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应 着 9, 中 一 条 指数 为 1 的 测 地 线 。 

需要 对 ( 甲 ) 做 些 说 明 : (1) 首先 最 重要 的 说 明 是 ，( 甲 ) 实 际 
上 是 一 个 正确 的 定理 。 它 有 两 个 现成 的 证 明 。 其 一 是 完全 按照 上 
述 形式 的 类 比 , 当然 每 一 步 都 给 予 严 格 的 论证 。 这 包括 在 0,,s 中 
5| 进 Hilbert 流 形 结 构 ( 这 里 的 O,, 以 后 简 记 为 0,,， 它 其 实 只 
征 一 个 Hilbert 流 形 中 的 一 个 稠密 子 集 ,这 个 Hilbert 流 形 是 所 
有 [0,1] 到 M 的 其 类 映射 组 成 的 空间 , 它 是 属于 Sobolev 4# H: 
的 ) ,以 及 对 0, 证 明 所 有 类 似 于 有 限 维 Morse 理论 的 全 部 结果 . 
关于 这 个 方法 可 参阅 [82]. (F) 的 另 一 个 证 明 在 [M1] 中 为 
Milnor 源 亮 地 给 出 的 , 它 是 将 对 O,, 的 讨论 约 化 到 一 个 有 限 维 子 
空 闻 ， 这 个 子 空间 实际 上 是 一 个 CRE. 对 学 过 本 节 的 读者 来 
说 ,这 已 不 是 新 鲜 的 事 了 ， 因 为 我 们 证 明 Morse 指数 定理 时 其 实 
REA MAY, MIT %, 不 管 而 全 力 考虑 T,。 仅 就 证 ( 申 ) 来 讲 ， 
第 二 种 办 法 实在 特别 简单 ,但 是 第 一 种 办 法 有 它 值得 重视 的 诱 力 ， 
因为 Hilbert 流 形 方法 还 有 别 的 应 用 ( 见 [N2])。(2) 关于 天 的 
完备 性 的 假设 并 非 出 自 类 比 于 有 限 维 情形 中 的 一 个 什么 。 我 们 还 
是 把 它 看 做 一 个 天 然 的 条 件 为 好 ,因为 缺少 它 ,我 们 甚至 连 0,, 中 
有 工 的 临界 点 (8, 中 的 测 地 线 ) 这 样 起 码 的 事 都 还 不 知道 哩 ! 这 
一 点 也 正 很 好 地 说 明 第 67 页 关于 需要 完备 性 的 谈论 。 (3) 聪明 
的 读者 一 根 便 能 看 到 , 存在 于 ( 甲 ) A(T) 之 间 的 类 似 性 其 实 有 
点 变形 . 在 ( 甲 ) 中 要 求 每 一 个 M 是 紧 致 的 ， 而 在 ( 甲 ) 中 却 无 类 
UBER. 但 是 实际 上 是 有 的 ,只 是 故意 不 写 出 来 ,以 避免 去 谈论 
所 谓 的 Palais-Smale 条 件 (C). 而 且 这 条 件 对 L: Q,,7R K 
生 就 满足 .在 一 个 无 限 维 的 对 象 上 、 如 果 不 马 上 限制 到 有 限 维 子 
集 去 , 谈 紧 致 性 是 无 意义 的 ,上 面 说 的 条 件 (C) 就 是 每 一 个 MR 
紧 致 性 的 厢 品 . (4) BSR BEA TERA A A, Morse 指数 定 
理 在 所 有 讨论 中 的 重要 作用 也 是 显而易见 的 . HERR) ZS 
前 ,我 们 就 需要 知道 每 条 测 地 线 的 指数 是 有 限 的 ，(5) AFR) 
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的 最 后 一 点 说 明 是 : SEM PBA p, 7 之 间 连 接 的 测 地 线 全 是 
非 退 化 的 这 一 要 求 是 容易 满足 的 。 Sard 定理 的 一 个 简单 推论 
说 ;对 于 给 定 p, 几乎 所 有 的 9g€ 放 都 具有 上 述 性 质 (参阅 [M1] 
$ 18 或 本 节 5$ 10 引 理 1). 

作为 本 节 的 结尾 ， 我 们 仍 沿用 非 正式 说 法 来 描述 Morse 指数 
定理 与 ( 甲 ) 的 三 个 应 用 . 首先 来 谈 第 一 个 应 用 .假设 p, 4 EMH 
非 退 化 点 偶 ( 即 满足 ( 甲 ) 的 假设 )， 那么 他 们 可 否 用 无 限 多 条 测 地 
线 连接 昵 ? 显然 不 总 是 如 此 ,省 二 R" EE ø, BÆ J. P. 
Serre ( 见 【1S3]) 证 明 : 如 果 庆 的 某 一 维 同 伦 群 m (M) = O(kE 
ZZ, 之 1) ,那么 bp 与 4 可 用 无 限 多 条 测 地 线 连接 、 他 当时 是 用 谱 
序列 来 证 的 ,从 (M) = 0 推出 : 有 无 限 多 个 iHi(98,,,R) 0, 
而 后 推出 2,, 有 CW 复 形 的 伦 型 , 这 个 CW 复 形 的 胞 腔 维 数 是 
ERR, HCH) MR L: Q, -> R 有 任意 大 指数 的 临界 点 ,这 
就 是 说 ， 有 指数 可 任意 大 的 连接 p ,4 的 测 地 线 。 特 别 地 ,2， 中 
有 无 限 条 测 地 线 . 第 二 个 应 用 基于 李 群 论 中 的 一 个 事实 : 如 果 紧 
致 李 群 赋 以 双 不 变 度 量 , 则 测 地 线 上 共 轿 点 的 重 数 总 是 偶数 (这 是 
Bott 定理 ， 见 [CE] 第 77 页 或 [M1] 第 117 页)。 利 用 Morse 
指数 定理 可 知 , 所 有 测 地 线 的 指数 全 是 偶数 ， 再 由 ( 甲 ) 得 : 如 果 
,4 是 紧 致 李 群 的 非 退 化 点 俱 , 则 O,, TAANE. 因此 

Hitl 2ga 3 Z)= 

H,(Q,,,2) 是 自由 交换 的 (Vi). chm Bott 局 期 性 定理 证 
明 中 的 一 步 ( 见 [M1] part IV). 

要 说 的 最 后 一 个 应 用 是 同 伦 球 面 定理 。 同 伦 球面 是 一 个 ” 维 


RRR, GSS 有 相间 的 伦 型 。 从 代数 拓扑 观点 来 说 , MER. ` 


伦 球面 当 且 仅 当 对 i 一 1,… ,4 一 1, zi(M) 一 0、 同 伦 球面 定 
理 是 说 :如 果 M 是 紧 致 单 连通 黎 曼 流 形 , 它 的 截面 曲率 玉 c> 
0 ,并 且 它 的 直径 4(M) > x/2V < ， 那 么 MX 是 一 个 同 伦 球 面 〈 兄 
[GKM] 第 264 页 )、 它 的 证 明 在 于 指出 O,, 中 没有 指数 为 1, 2， 
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?一 2 的 测 地 线 , 这 用 到 关于 曲率 ,直径 的 假设 中 全 部 潜力 .。 因 
此 如 果 p,4 是 非 退 化 点 偶 ,那么 从 ( 甲 ) 推 出 =(O,,) 一 0 一 1， 

… :7 一 2 再 由 (9.6) 得 m(M)=0, 1 一 2,…… 84 一 1。 由 于 
假设 zm,(M ) 一 0, 故 最 后 得 : M 是 同 伦 球面 。 

为 了 理解 同 伦 球面 定理 ， 我 们 需要 将 其 放 到 第 161 页 谈论 
Grove-Shiohama 结果 的 上 下 文中 来 看 。 推广 的 Poincaré MME 
为 Smale 解决 ( 见 [S6] 或 [M2]), 它 说 :; H n > 5,= 维 同 伦 球 
HUART S*, Freedman 的 一 个 新 近 定 理 ( 见 {F2]) 列 含 Poin- 
care JAWE” 二 4 旦 也 全 对 的 。 现 在 只 留 下 > 一 3 时 的 Poincare 
猜测 还 未 解决 。 但 是 在 所 论 流 形 上 增加 正 曲率 的 假设 ， 则 它 必 微 - 
SAAT 4 .这 是 因为 有 一 个 最 新 又 最 使 人 茹 动 的 Hamilton Æ 
理 的 绿 故 ( 见 [RHIL]), 从 Hamilton 定理 可 推出 : 紧 致 单 连通 具有 
IE Ricci 曲率 的 三 维 黎 曼 流 形 必 微 分 同 胚 于 S$。 借助 上 述 这 些 深 
刻 的 定理 。 同 伦 球面 定理 可 表述 为 ， 一 个 紧 致 单 连通 w 维 黎 曼 流 
形 , 当 它 的 曲率 | 

K>c>0, dM)>afwe 
AT, Gala RA OS". 这 样 看 来 Grove-Shiohama 定理 的 成 就 表现 
在 放弃 A FEI 假设 并 且 不 引用 上 述 艰 深 的 结果 . 

最 后 指出 Morse 指数 定理 现 已 推广 到 所 谓 焦点 情形 ,基本 上 
它 是 指 一 个 计算 了 的 指数 的 公式 , 这 个 是 定义 在 名 的 子 空间 上 
的 二 次 型 ， 这 于 空间 在 由 及 有 仅 在 测 地 线 茶 一 个 端点 为 零 的 向 量 
场 组 成 的 ( 见 [A2]). 

习题 。 HEM, Me 维 黎 曼 流 形 ，7Y: f0:2] 一 M :7: [90,51 一 于 是 正 
规 测 地 线 ， 令 KCO), K+) 是 Rauch 比较 定理 中 所 出 现 的 ， 又 设 Kis) < 
KCJ RIE: 7 的 指数 之 ?的 指数 ， 
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本 节 的 主要 目的 是 叙述 菜 些 概念 ， 以 便于 我 们 对 测 地 线 的 极 
小 性 质 进行 一 般 性 的 讨论 . 

设 M 是 完备 的 . 

对 x € M , 设 5; EM. 中 的 单位 球面 。 对 每 点 XES, > 
r(X) 为 射线 {1X: 1€E[0, 0)} i K*@) 为 exp, Æ M. HANH 
错 点 全 体 , 即 : 

: K*(@) —{peM,: dexp, 在 P 处 是 奇异 的 }， 
ir KAC) HX HEM, SHRM. K*@)B—-TAR, 所 以 
r(X) ON K*@) 4 r X) PO FES OXON KG) ON, Æ 
在 一 个 最 小 的 am > 0, 使 得 XE K*(x)、 我 们 用 多 X) 表示 这 个 
X : 称 它 为 点 zx 沿 射线 rX) OBRERA. RA 
| K(x) = {R(X): X€S,, r(X)NK*G@) < ø} 
m4 * 在 M, PAB HME. 由 Morse 指数 定理 ， 每 一 个 
r(XJ)NAK* C 是 r(X) 的 一 个 离散 子 集 , 于 是 由 Fubini 定理 ， 
RNA 

” 引 理 1 KR K*(x) BM. 中 的 一 个 零 测度 集合 .。 特 
Bl, * 在 M 中 的 第 一 共 轿 点 轨迹 是 一 个 等 测度 集 ， 
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设 H (x) = exp. K(x), RR OC (x) X x FEM HR- 
轨迹 。 对 于 每 一 条 从 x 出 发 的 正规 测 地 线 y: [0,5] 一 M ,点 
exp .2(7(0)) 称 为 (x 的 ) 沿 7 的 第 一 共 连 点 。 这 里 应 当 小 心 ， 虽 
然 沿 7 的 第 一 共度 点 位 于 7Y([0,5DN VY (x) 之 中 ， 但 不 一 定 等 
于 rO ADAX (x) ,因为 后 者 可 能 不 止 一 点 ， 

现 定义 k: S,>[0, 0] 为 

k(X) = min{oo Rr}, : ) 
其 中 z 为 [0, co) hfe rX Æ exp. 2M. DASE ROBIE. 
糙 地 说 ,《 WETE M. 中 每 一 射线 从 0 到 K(X) HER. 

引 理 2 (MHA) Ak BERN. 

证 明 设 在 5, 中 OX; 一 和 我们 必须 证 明 kX) > RX). 

情形 1。 R(X) = o, FERRIER {KX 是 无 界 的 就 行 
T. 假设 存在 一 个 子 序列 {X。}, ERA) < co。 令 yu:f0， 
co] 一 M 为 正规 测 地 线 , 由 常 微分 方程 的 解 关 于 初始 条 件 的 C” 依 
READE, rose 〈“ 玉 ”表示 一 致 收效 )。 因 为 R(X.) Lcos Ya 
4 —P SEEN ,所 以 由 Morse 指数 定理 知道 ,对 每 一 个 cys 的 
指数 > 1. KAX) 一 0,7 REHMA, 于 是 它 的 指标 形式 为 
正定 的 。 我 们 希望 证 明 7 的 指标 形式 Ir 连续 地 依赖 于 y。 mE 
证 明了 这 一 点 , 则 所 有 邻近 的 7. 的 指数 必须 为 零 ,因而 产生 矛盾 . 
AEI. EM. 中 国定 一 组 基 {e,t e,}, 沿 每 一 条 7 及 7。 平 
行 移动 这 组 基 ， 所 以 沿 7 及 7. 我 们 得 到 了 平行 标 架 场 ， 它 们 在 
x= 7,(0) 一 7(0) 处 是 相同 的 。 利 用 这 些 标 贺 场 ,对 每 一 个 +:, 把 
切 空间 M rey 与 My (1) 恒 间 ， 估 此 我 们 在 每 一 条 Y R Ta 上 可 以 等 
同 商 量 空间 BO, co), 因而 Ya 及 7 的 指标 形式 (分 别 表 为 1， 及 
17) 可 以 认为 是 定义 在 相同 的 空间 8,(0, cu) 上 。 只 要 注意 $7 的 
(7.4) 就 知道 Ir, > Ir, 于 是 由 1 为 正定 ($7 引 理 2) 就 可 知道 对 
充分 大 的 ec, ly 也 是 正定 的 ,因而 lr, 的 指数 为 零 ， 这 就 与 前 述 Va 
的 指数 > 1 矛盾 ， 
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情形 2。 A(XX) 一 co 过 co. SY, Mma DAAA ENR 
定义 在 10, cot elle >o) 上。 现在 7 NMS 1. HERER 
HERA FEAR AO re HBL > 1, 于 是 对 每 > 0, 
有 RX.) Sete. At 
lim R(X,) = Co. 


另 一 方面 ,再 把 7 及 7 的 定义 域 限制 在 [0, cs 一 e]。 因 此 7 的 指 
标 形式 是 正定 的 ， 于 是 对 每 个 充分 大 的 ,7。 的 指标 形式 也 是 正 
定 的 .由 此 知道 对 每 一 se 二 0, 有 R(X) > co 一 8。 于 是 

lim k(X,.) 之 Cos 
所 以 
hmA(X。) = co， 
证 毕 . 
推论 3 xz* 在 M:, 中 的 第 一 共 斩 点 全 体 是 一 个 闭 子 集 ， 
证 明 假设 R(X) >Y, Xics. $ X=Y/|Y|. FE 
[R(X)| = R(X) = limk(X;) = |Y]. 
hiki R(X) =Y. EE. 
例 1 WMAS LHEL—-HBET AMBP RAH, oo 10.1 


(a), Qr ERR., TERAMI K(x)CM: 看 上 去 如 图 
10.1(b). 


(a) 


图 10.2 


TSg3 œ 


例 2 对 柱 面 (e+ y = 1,2€ R}, FRR Cartan-Hadamard 
定理 知道 对 柱 面 上 任何 x*, 有 K(x) 一 g. ORWAKG) =Ø, 
Vx € R, E 

例 2 是 下 述 事 实 的 一 个 特殊 情形 :如 p: M 一 人 是 一 个 局 部 
等 长 , 且 q(x) 二 y, 则 dp: M. —> M, Æ K(x) AR BI KO) 
上 . : 

AM tH ARN BS RAT PO: 一 条 
Wl He Rt BH ARR ERT MEEHAN, W 
PREPIHA ERA (分别 见 $7 的 引 理 4 及 引 理 2)。 但 
是 例 2 表明 了 第 一 共 斩 轨 迹 并 不 对 测 地 线 的 最 短 性 产生 足够 的 保 
证 。 例 如 柱 面 中 的 一 些 测 地 线 ( 如 图 10.2(a)) 没 有 共 轿 点 ,但 显然 
是 非 最 短 的 ， 虽 然 它 相 对 于 邻近 曲线 而 言 是 最 短 的 。 这 个 现象 不 


(a) (b) 


10.2 


LEM —IEMEAL EZ PT HL. ZERE M CE 
Rè 中 上 半 单 位 球 的 边界 , 即 
, er pyt eel, Bo 2z>0 
M = \(2,9,2)3 Ptrl, B aao] 
现在 党 边缘 {(x,y,0): P+ y= 1 M w, Mines — 
个 C” 曲面 M,M 的 顶部 本 质 上 是 5, 第 一 共 辊 轨迹 不 是 空 集 . 取 
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邻近 于 边缘 的 两 点 My, LE r 为 邻近 于 边缘 并 连接 * 和 y 的 
一 条 测 地 线 ,如 图 10.2(b), Heres Ry MIA, My58 
近 曲线 相 比 是 最 短 的 ,但 是 存在 着 一 条 从 * 先 直接 下 到 底部 ,然后 


从 底部 直达 到 ?7 的 下 方 , 再 向 上 到 达 ? 的 曲线 %， ARES 7 来 


得 短 ， 
从 这 些 例子 中 人 们 有 希望 接受 这 样 的 一 个 事实 ， 即 没有 一 个 
一 般 性 的 判 据 来 判定 一 条 测 地 线 是 否 为 最 短 。 我 们 导 人 一 个 定 
义 。 令 7: (0,0) >M 为 一 条 正规 测 地 线 。 ER 7 low ERM 
的 充 要 条 件 是 : 
d(7(0), 7(t)) = 1( = L(Y 0, a). 
进而 ,如 Y hosa 为 最 短 的 , 则 对 任何 上 < to, len BERR. 我 
们 从 $3 的 定理 2 又 知道 : 对 所 有 小 的 *，7|r 是 最 短 的 。 于 是 
或 者 对 所 有 + > 0,7Ylw BRON Mee. > 0, 使 得 对 任何 
tS h, Tjon ERAR MAEA s> to, Tion KÆRAR. HF 
后 者 , ROK) AT 关于 
7(0) == x 的 割 点 , 且 称 xy(0) 为 


sa i 


YRS. Sr 在 所 有 以 x 出 oe 

发 的 正规 测 地 线 集合 中 变动 时 ， | z 
7 ASAT A RRR x RE . 

或 极 小 轨迹 ,用 eX) RAR M. 图 10.3 


中 相应 的 切割 点 的 全 体 称 为 * 的 切割 迹 ， 记 为 C(x)。 注意 : 
exp:C(x) 一 儿 (x)。 由 $7 的 引 理 4 知 道 ,7: [0,5] 一 M 的 割 点 
必须 在 第 一 共 轿 点 之 前 来 到 ,而 且 即 使 在 Y 上 没有 共 轿 点 ,也 可 能 
出 现 割 扩 . 例 如 ,在 例 2 中 的 柱 面 上 的 一 点 * 的 切割 迹 看 上 去 像 图 
10.3 所 画 的 那样 。 而 它 的 第 一 共 刘 轨 迹 当然 是 空 集 。 另 一 个 例子 
则 提供 了 一 个 强烈 的 对 照 : 在 % bee ORR BRP 
迹 是 相同 的 ,而 且 它 们 在 5 中 相应 的 切 着 迹 及 第 一 共 罗 轨迹 也 是 
相同 的 。 
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习题 1. 给 出 一 个 紧 致 黎 受 流 形 M 的 例子 ,使 得 对 某 点 + eM, M。 中 的 
MAR M. 中 的 第 一 共 轿 轨迹 都 是 非 空 案 , 但 它们 是 各 不 相同 的 。 

习题 2。 一 条 正规 测 地 线 r: [0, 0)>M 被 认为 是 最 短 的 , 当 且 仅 当 对 
每 一 />0,.7| oo 是 最 短 的。 证明 完 备 黎 党 流 形 M 是 非 紧 的 充 机 条 件 是 : 对 
每 点 x* EM, 存在 一 条 最 短 的 测 地 线 r: [0, co )->M, 使 得 7(0) = x, 

下 面 的 引 理 连同 它 的 证 明 清 楚 明 白地 显示 了 制 点 的 意义 ， 

引 理 4 ir) 是 一 条 正规 测 地 线 7: [0,6] 一 M(7(0)= 
s) 的 割 后 , 则 至 少 下 询 两 件 事 中 之 一 成 立 ; 

(L) 7@) 是 zx 沿 7 的 第 一 共 斩 点 ;或 者 

(2) 存在 另 一 条 与 了 不 相同 的 测 地 线 o、 它 连接 x Dr), 
并 满足 L(o) to = L(Y lto) im HL to 是 发 生 这 种 情况 中 t AY i 
最 小 值 .， | 

证 明 itia) 是 一 个 序列 , 使 得 le, Bit o 是 一 条 连接 * 
至 7(#) 的 最 短 的 正规 测 地 线 ,使 得 

L(g;) < t = L(Y toy) 


¥ (bq) 


(Œ 10.4). 对 任 一 i, o(0) = x, 于 是 {6;:(0)} 是 M .中 一 个 单位 
向 量 的 序列 .因为 M, 中 的 单位 球面 是 紧 致 的 ,我 们 可 以 假设 (如 
果 有 必要 ,可 选取 子 序 列 ) 
0(0)— XEMsz, 
其 中 |X| = 1. 设 9 是 测 地 线 , AGO) 一头 ,所 以 由 常 微分 方程 
中 的 定理 知道 oo, Aloe r Br). 
情形 1。 X=7(0), 于 是 Fi lowe 设 OCs) = rC), F 
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EE L) <n BE s <u AAE M. 中 
46:(0) = #7(0). 
(A 一 方面 ， | 


exp ,(5,6;(0)) = 7 (4;) = exp,(4,7(0)), | 
所 以 exp. Æ tt (0) 的 一 个 邻 域 中 不 是 一 对 一 的 ， 因 而 dexp: 在 
io7(0) 处 为 奇异 ,于 是 7Y(4) Hy RET x. 
情形 2. X 关 7Y(0)。 因 此 与 y 是 不 相同 的 两 条 测 地 线 , 一 
方面 ,由 连续 性 知 | | 
L(c) = limL(g) < lmz; = t. 


BA E, AA Y ior 是 最 短 的 ,所 以 
L(g) = L(Y |t0,0) 之 bo, 

于 是 得 出 L(g) = t. WERA e ER O < e <n) EEA 
5 Ylona AAA, EE x + ¥Ce) ¥Cte) 
Æ r(e) 的 测 地 线 《 ,而且 
L(t) 一 ,于 是 存在 着 一 
条 从 * 出 发 先 沿 着 $, 接 “ 
着 沿 图 10.5 中 的 虚线 (为 图 10.5 / 
了 使 7(e) 处 的 尖 角 光滑 化 ), 再 紧 按 着 沿 Y ,最 后 到 达 7(#) 的 曲 
2X, KEE <= L(Y | toei) » wis Y | Ae oe IS. 证 毕 . 

现在 定义 一 个 函数 r: S, > [0, 0], (S: 是 上 述 M. 中 的 单 


位 球面) 为 | 
© (00, WIR Tx(0) =X 的 测 地 线 7x: [0, 0) >M 
r(x) = RAM: | 
t Wr.) 是 7 HAA. 

Se FCA PARREIRA tS kh, KE km5 
| 中 所 述 。 类 似 于 引 理 1 , 我 们 有 

引 理 5 CREA ERE) 函数 > 是 连续 的 ， 

证 明 没有 > CPP, CTER E Ses lim X; = XE So RUER 
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lim r(X;:) = c(X), 
Aa =r), LAr: [0,4] 一 MM 由 下 式 确定 
Yi) = exp tX; 
我 们 来 考察 (u) 的 任 一 收敛 子 序列 (tho tu h HF in > he 
H Xau >X WT >r, HBr: [0] 一 M: tt > aptX. 由 
于 7,; 是 最 短 正规 测 地 线 ， 所 以 Y 也 在 最 筷 正 规 测 地 线 , 从 而 ho < 
r(XX)。 下 面 分 两 种 情形 证 明 加 一 r(X). 
(1) A v(t) FE ws Y RIRIA, 显然 r(X) S tos 于 是 
= r(X), 
(2) BËTARE? ai 7 RIBA r0) 不 可 能 是 
共 锯 点 的 极限 点 ,因此 不 妨 假定 诸 7,,(1,,) ARE * OSE. 用 
5| 理 4 可 知 存在 了 ,,& Se 使 得 
= Ypy Xu exprinY,, = CXP ata; ajo | 
由 于 Sx 是 紧 臻 的， 故 (Y, 3 中 必 有 一 子 列 收敛 到 Y。 不 妨 了 ,一 
Y. RIKER YS X., AX rU) AERA, HRA 
Al, emp. M: >M 在 iX 点 附近 是 局 部 同 胚 的 .此 时 如 X=Y， 
则 必 存 在 充分 大 的 ,使 1.,X,, 与 1,,Y,; 同 时 落 在 这 个 OX 的 局 部 
ARERR A, 它们 的 exp; 像 相等 ， 从 而 1 坟 Xsi = tY n 
X,,= 了,;,。 这 与 上 面 对 Y,, 的 取 法 矛盾 。 至 此 我 们 可 知 Y= X, 
若 令 ot) 一 expxtY， 那 么 7 与 o 就 是 连 * 至 7(4) 的 两 条 最 短 测 
地 线 。 由 引 理 4 可 知 ,7(w) 是 x 沿 着 7 NBA BA r(x) — 4. 
因为 tes PCP ae 
lim t(X, J) = imr, 一 fy = (X), 


改 
limr(X,) = UO. 
XUR TIE. WER. 
作为 推论 ， 对 任何 EM, @@) 及 C(x) 可 分 别 被 看 成 是 
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M ,M ; 的 闭 子 集 。 另 一 个 推论 是 

引 理 6 完备 黎 受 流 形 M 是 花 致 的 充 要 条 件 是 对 任何 xze M ， 
HRA C(x) 同 胚 于 单位 球面 S.CM zx. 

证 明 MMAR SO dM) 一 5. 于 是 正规 测 地 线 

y: [0, co) 一 M (7(0) =x) 
越过 8 后 就 不 能 最 短 了 ,特别 ， 7|ito ou) 不 能 是 最 短 的 . 于 是 ?一 
2 十 1， 因此 由 EXS) 所 给 出 的 8: S on 是 一 个 
ARR. RZ MR CW) RRS $., 则 CG) RR. 
A4z=r([6, ©))cS,, 
于 是 由 BAX) 二 tr(X)X 所 定义 的 映射 8: A 一 C(x) 是 一 个 同 胚 , 
内 此 4 是 一 个 紧 致 集 , 于 是 4 在 9。 中 为 闭 。 但 由 引 理 5，4 在 3。 
中 为 开 , 所 以 4 一 S:。 令 | 
人 一 max r(X), 

则 eM) = 8, 而 且 M 为 紧 致 。 证 毕 . | 

MEME], BRR rr (X)(XES,) 5 C(x) 至 多 相交 于 一 
AEH Fubini 定理 得 到 

引 理 7 M, 中 的 切割 迹 是 一 个 零 测 度 集 ，Vz € M, 

习题 3. WHER r: [0, 4] 一 M 是 稳定 最 短 的 ( 见 $8 中 在 Hessian 比较 
定理 前 面 所 给 出 的 定义 ) 的 充 要 条 件 是 r 不 包含 割 点 ， 

现在 我 们 机 进 一 步 弄 请 楚 持 在 $8 中 就 导 人 的 关于 紧 Be hit 
M 的 单一 半径 iM) 的 概念 。 首 先 设 M 是 完备 的 , HS reM, & 
MM, 中 的 子 集 

R(t) = UX: XE 5 及 1€ (0, ©), 并 满足 ?二 T(X)} 
AMR Cx) 的 内 部 . 现在 称 数 

6(x) 一 supld: M: 中 半径 为 2 的 开 球 , 它 位 于 34x) 之 中 } 
为 M 在 * 处 的 单一 半径 .注意 , 由 $3 中 的 定理 2 知道 5Gx7 > o, 
为 了 进一步 理解 5(x) ,我 们 要 证 明 

SIMS exp::2(x) > MEDRA, 
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证 明 因为 M, 中 的 第 二 共 二 执 迹 是 在 切割 迹 CC 之 外 ,所 
以 d exp, 在 2(%) EER. 现在 再 证 明 exp. 在 2(x) 上 是 一 


neso XE. 如 果 不 是 这 样 
p> 则 存在 Xi, X2€ Srs Xi ss 

-Ya | "exp aX! = exp,@X2, 
A 10.6 这 里 a, a> 0, a< 


EX), i= 1,2, n La, e 充分 小 ， 使 得 a, +e < rz(X,). 
47.10, a] > ME 72: [0, 6 十 8] 一 > M 分 别 为 满足 7.(0) = 
X,, 7.00) = X 的 正规 测 地 线 。 则 由 7, 开始 ,接着 再 取 图 10.6 中 
带 虚 线 的 测 地 线 所 合成 的 曲线 是 一 条 连接 7,(0) 至 7:(e 十 8) 的 
曲线 ,其 长 度 严格 地 比 7; 小 ,这 与 7, 的 最 短 性 矛盾 。 证 毕 ， 

引 理 8 表明 exp. 在 M, 中 的 半径 为 5(x) 的 球 上 是 一 个 微分 
A. 引 理 4 表明 ， 没 有 更 大 的 球 会 具有 此 性 质 。 其 次 可 用 与 引 
理 5 同样 的 方法 证 明 5(x) 是 x 的 连续 函数 ( 见 LCE), 命题 5.4 或 
[GKM], 第 170 页 )。 于 是 我 们 看 到 ,对 紧 致 的 M 有 

iM) = min sl). 
对 紧 致 的 M, 令 x€ MM, 我 们 从 $3 的 推论 7 知 
exp.: DOUC) —> M 

是 满 的 。 由 引 理 8 知 
| exp,: 2(x) — exp, (+) 

ERO, MHA exp,C C) = 名 (x)( = x 的 割 迹 )。 因 
为 M 二 (exp:23(x))UBF(x)，( 这 里 U 表 示 不 相交 的 和 )， 同 时 
I(x) BARBRA ART SUR PURSE: 每 一 个 紧 致 流 形 
M 是 一 个 嵌入 开 球 和 一 点 的 割 迹 的 不 相交 和 集 。 又 因为 Cx)U 
“C(x) 同 胚 于 闭 单 位 球 , 于 是 每 一 个 紧 致 流 形 可 从 一 个 闭 的 单位 球 
通过 对 边界 球面 上 作出 某 些 选 合 而 被 得 到 、 

在 结束 本 节 之 前 ， 我 们 再 谈 一 下 有 关 的 参 芳 文献 ， 共 钨 轨迹 
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K* («) 的 结构 比 我 们 粗 看 上 去 要 好 得 多 ， 见 [W4]。 CMM, 
中 第 一 共 轿 轨迹 天 (x) 之 间 的 关系 显然 是 一 个 很 感 兴 趣 的 内 容 ,对 
于 单 连 通 对 称 空间 ，K(x) = C(x), 这 是 Crittendoa 的 一 个 定理 
( 见 [CE], 第 102 页 ), 而 每 一 个 紧 致 单 连通 的 流 形 (但 不 是 号) 能 
允许 一 个 黎 曼 度 量 ,使 得 对 某 点 x 有 K(x) 人 C(x) 一作,( 见 下 面 
的 习题 4) ,这 是 A. Weinstein 的 一 个 定理 ( 见 [W6]). 对 这 些 轨 
迹 的 较 老 的 文献 ,可 看 S. Kobayashi 的 解释 性 的 论文 ( 见 [K5]). 
Rn. TEAMA ilM) 的 下 界 估计 对 于 球面 定理 来 说 是 极其 
关键 的 ( 见 $8 中 的 Klingenberg 定理 )。[CE] 的 第 五 全 中 证 明了 
— 2A A BATT : 

习题 4. SB ETE M BIDE A 2- 球 面 % ， 则 对 任何 x €5*， 有 
KDN CND. 《有 几 种 方法 可 证 ， ,其 中 一 个 需要 用 到 Jordan 曲线 定理 : 
+ 上 同 胚 于 5 的 曲线 7 正好 分 ? 成 两 个 开 集 , 而 且 为 它们 的 公共 边界 . 读 
者 可 以 假定 这 个 定理 成 立 . ) 
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$11 测度 与 积分 


本 节 参 考 文献 
[KN, 1]， 附 录 6. 


[BC], $11.10, 


对 于 任何 一 位 写 过 微分 流 形 导 引 的 作者 来 说 ， 积 分 论 自然 是 
指 : C° 微分 式 的 积分 ,定向 流 形 上 连续 函数 的 黎 曼 积分 和 Stokes 
定理 。 但 是 近代 几何 中 每 一 个 重大 的 工作 似乎 都 充分 使 用 了 测度 
w. 至 少 要 用 L 空间 ， 要 用 由 余 维 为 上 的 子 流 形 ( 流 ) 确 定 的 ? 
微分 式 上 的 测度 等 等 .所 以 我 们 还 要 至 少 涉及 最 初等 的 测度 论 ,一 
旦 做 了 这 件 事 后 ,你 就 会 看 到 在 做 水 数 积 分 时 , 惯 沪 假定 流 形 是 可 
定 癌 的 这 一 要 求 是 完全 多 余 的 。 目 前 好 像 没有 一 本 微分 几何 书 充 
分 地 处 理 这 方面 的 内 容 ， 

我 们 讲 这 节 时 ,必须 先 假 定 一 些 测度 论 知 识 , 特别 是 Daniell 
积分 。 这 方面 好 的 参考 书 是 : [Z], [F1], [RN], [LAB2]， 当然 
有 许多 别 的 书 也 合适 。 注意 , [F1] 是 一 本 百科 全 书 , 可 经 常 翻阅 
但 不 可 读 ; (ABZ) 既 初 等 写 得 又 好 ,值得 更 好 地 了 解 ， 

” 设 M 是 一 个 4 维 黎 曼 流 形 ( 不 假定 它 是 定向 或 紧 致 的 )， 又 设 
U 是 一 个 坐标 邻 域 , tx EW 中 的 坐标 函数 , 黎 曼 度量 在 {r} 
BRA 

» gijdxidxr 
令 G = det [gi] (det RRMA). WA G> 0 HEK p 
EC'H. FEM Lr RB RE ee Se PART A BS A aK 
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Cs = Ci(M )， 对 于 支 集 在 2 中 的 1€ Co 定义 
| j= | fal G de- .dx", | (11.1) 


其 中 右 式 是 欧 氏 空间 中 的 通常 积分 。 标准 的 计算 表明 | 1 的 定 


义 不 依 赖 于 (A) 的 选取 ， 所 以 定义 是 合理 的 。 换 一 种 等 价 的 说 
Bs o, e, o) EW 中 某 个 一 次 微分 式 么 正 基 ( 即 黎 曼 度 


量 可 表 为 D) ol wo) ,那么 对 任意 1e Cj， 当 了 的 支 集 在 和 h, 
[pall forA oe | (11.2) 


这 件 事 可 由 初等 讨论 得 到 。 对 于 支 集 在 2U 中 的 任意 ECS 
+ = max 0 
l- an 中 OTS) 
WAHAB BIE 

| fall ronne] =|| rannel C11.4) 

为 着 以 后 参考 ,我 们 写 下 一 个 对 证 明 (11.2)，(11.4) 有 帮助 的 公式 
w Ne No = ty Gde N-e- Ada", (11.5) 

对 于 一 般 的 fe Cl、 利用 (11.1) 及 一 个 单位 分 解 来 定义 


|,f。， 设 {2} 是 M 的 一 个 局 部 有 限 坐标 邻 域 禾 莽 , 令 {pi} 是 从 


| 属于 1} 的 一 个 单位 分 解 RRR ERAY i, 有 p:i 20, p: 的 支 集 
在 CFE. 2p: =1, 定义 


| = >, | (9 (11.6) 
须知 的 支 集 ( 记 作 Supp. D 是 紧 致 的 , 故 (11.6) 中 和 式 是 有 限 
和 。 为 了 证 明 | f 的 定义 是 合理 的 , 那 就 要 验证 (11.6) 的 右 端 与 
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{2 ,19 的 选取 无 关 ( 参 阅 [S$8, 1] 第 8 一 23 页 )， 关 于 pi 2 
0 的 假设 使 得 下 列 事 很 显然 了 。 如 果 fe Ci 并 且 f 之 0, 则 


j feo 


(其 实证 此 事 、 p 之 0 不 是 绝对 必要 的 )， 7 
于 是 我 们 就 有 一 个 正 线性 泛 函 .3 : Ch R, 使 得 


FN=\| ht 
这 里 称 泛 函 是 正 的 , WET: 从 f 0 可 推出 FN >0. nE 


名 的 Riesz 表现 定理 可 知 , 在 M 上 存在 唯一 的 Borel 测度 de 使 
得 对 任意 JEC 有 
| ta | fae, | 14.7) 
由 于 有 了 测度 do, 测度 论 的 标准 机 器 就 能 开动 了 。 但 是 我 们 停 下 
来 简单 匀 划 如 何 得 到 dz, 这 也 许 是 有 益 的 ， 
首先 认 清 C? 是 一 个 向 量 格 ， 即 它 是 一 个 尺 上 向 量 空间 使 得 
对 于 任意 的 f, gE Cis 有 
Vege 与 /AgeC0、 
其 中 fVg = max{f, g}, 1 人 8 = min{/，8}。 接 着 看 到 线性 泛 国 
T 满足 
(1) 对 于 任意 1, ge CRAMER a, OER, 
TF (af + bg) = aT (f) + bF (g); 
(2) 对 于 任意 fe C3, f>0, MT (SO: 
(3) 如 果 {Acc E flO (点 点 单调 下 降 趋 于 零 ), 则 
TF (f;) > 0, 
为 了 证 明 上 面 (3) ,人 们 可 以 求助 于 通常 的 Lebesque 积分 单 
调 收 全 定理 (在 C? 中 所 有 合理 的 积分 都 是 一 样 的 。 特别 地 , 我 们 
在 (11.1) 中 采用 Lebesque WH). 按照 定 义 , TF 可 以 说 成 是 03 
上 的 Daniell 积分 。 下 一 步 是 将 泛 函 扩充 到 一 个 大 一 些 的 空间 
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Li(M)>Ct beth 
| Li(M) = {ft f 是 M 上 的 函数 , 它 是 C3 中 某 一 单调 
上 升序 列 的 极限 }。 
对 于 he LAM), 令 fith, fi € CS, 于 是 定义 
Fh) = lim Th) 18) 


(这 个 定义 的 合理 性 本 质 上 等 价 于 Beppo Levi ÆW), 这 时 人 们 
必须 证 明 这 个 定义 不 依赖 于 有 的 选取 。 由 此 我 们 也 就 知道 ,如果 
he G3, 则 由 (11.8) 定义 的 T (A) 就 与 原来 的 F7(h) 一 致 。 为 证 
此 事 , 须 要 (2) 与 (3)。 最 后 来 定义 LM) OP, MRAM EW 
一 个 函数 ,定义 的 上 ,\ 下 积分 分 别 为 
7 FA) = sup T (A), 
定义 RE LM) YERS Fk) = sT (k) (也 可 说 ， 这 个 定义 基 
本 上 是 为 保证 Lebesque 有 界 收效 定理 成 立 ). 可 以 验证 
“EMM )DLL (M) 
R THER RE LM), ELTIR = F(k) (ZR), 又 
可 验证 如 此 的 多 Æ LIM) ERT 的 扩充 。 LM) 称 为 可 积 
欧 数 空间 ,这 时 我 们 就 可 用 通常 的 方式 定义 L*(M ),0 一 p< oo. 
为 了 得 到 测度 ， iA FI — EEN. M EREM j 称 为 是 可 测 的 ， 
如 果 它 被 CER TE TOMB LM) HEM, MAHER 
he ch, (88 h>O0,R 
f+ Nhe L'(M), fAhe LM), 
其 中 ## 与 广 的 定 文 见 (11.3)， 一 个 子 集 眉 CM 称 为 是 可 测 的 ,如 
采 它 的 特征 函数 Xe 是 可 而 的 ， 其 中 Xa: M> REXA 


. , «cE, 
uG) ~ 人 xE, 
对 于 一 个 可 测 集 多 ， 它 的 测度 VE) ENA OR F(X), 视 
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xs EL:(M ) RE L'(M) 而 定 .由 测度 ?确定 的 积分 与 L'(M) 上 的 
ZAT 是 一 回 事 ,这 就 是 现今 标准 的 测度 理论 。 
MREFA HEM ELM) 就 可 记 Tk) 为 


F(R = | kde, 


” 当 M 是 可 定向 时 ， 设 w 是 一 个 #2 次 微分 式 , 它 确定 MM 的 定向 
那么 通常 从 黎 受 度量 构造 出 M 上 的 一 个 ”次 微分 式 9 ( 称 为 体积 
元 ) 如 下 : 如 果 {e e, e) 是 M 的 任意 局 部 么 正 标 架 场 ， 适合 
ofe +, 0,770, ALLS. ec) 一 1( 可 以 验证 如 此 的 
O 是 存在 唯一 的 ). 换 名 话说， tlo, +++, co" SE fer, ++, eh 的 
对 偶 标 架 场 , 则 2 一 or 入 … 人 w"， 由 于 (11.5) ,对 于 任意 FE C3 
显然 有 o | 


| fav = ʻa, 


注意 这 个 等 式 的 左 端 是 我 们 刚 定义 过 的 积分 ， si K 
MIARS. WRERMATMSR, REE VE) 为 五 的 体 
积 , 于 是 


V(E) = |, idv, 


由 Sard 定理 可 知 : C” 了 映射 将 零 测度 集合 变 为 零 测度 集合 (映射 
是 在 同 维 数 空间 之 间 的 ) ,于 是 从 $10 中 引 理 1 和 引 理 7 可 得 : M 
中 x 的 第 一 共 斩 轨迹 .er (x) 与 割 迹 宅 (zx) FEM 中 零 测 度 子 
集 ， 现 在 再 由 $10 定理 8 及 其 前 后 的 注 记 可 知 : / 

1. fdv 一 | w fdv = | z idv, (11.9) 

M-@(1) expe Z( 2) 

由 于 ep.: E) 一 M 是 一 个 C” HRA, EC) 又 总 是 微分 同 是 于 
一 个 开 球 (按照 定义 , IO) 是 一 个 关于 OCM, 的 星 状 区 域 ) ， 故 
可 知 六 形 上 的 每 一 个 积分 绽 可 约 化 为 单位 球 上 的 积分 .一 方面 ,这 
是 一 个 有 用 的 观察 ,下面 即将 用 到 ; 男 一 方面 ， 因 为 不 论 计 是 否 可 
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定向 ,(11.9) 总 是 成 立 的 , 所 以 这 就 给 出 马后炮 式 的 解释 : 为 什么 
一 个 流 形 的 可 定向 性 与 积分 论 中 的 问题 无 关 。 

例 1 考虑 实 射影 平面 P,R($ 6 习题 4) ， 它 可 看 作为 8 中 闭 
的 上 半球 面 迭 合 赤道 上 的 对 径 点 所 成 的 空间 。 由 于 赤道 是 零 测 的 
(所 有 低 维 流 形 皆 是 零 测 集 ) ,所 以 

: V(P;R) — V(S 中 开 的 上 半球 面 ) 一 2 

我 们 接 下 来 就 讨论 积分 论 中 的 一 些 标准 问题 : Green-Stokes 
定理 ， 推 广 的 Fubini 定理 和 测 地 球 的 体积 。 作为 它们 的 一 个 应 
用 ， 将 证 明 最 大 直径 定理 ， 这 在 第 138 页 和 161 页 提 到 过 的 。 很 
遗憾 ,我们 不 能 在 此 谈 点 非 紧 流 形 上 L? 次 调和 函数 的 内 容 ， 

设 X 是 M 上 一 个 向 量 场 (再 提 一 句 ,对 MM 不 作 特别 的 假设 ) ,下 
面 我 们 来 定义 M 上 一 个 C” 函数 divX, ROX HME. WE 
一 个 M 的 坐标 邻 域 ( 它 当 然 是 可 定向 的 !) ， 根 据 和 的 一 个 定向 ， 
我 们 可 决定 Bl 上 一 个 体积 元 gu (EE WM 上 次 微分 式 , 造 法 
与 第 196 页 的 相同 , 若 人 U 取 另 一 定向 , 则 决定 的 体积 元 是 
一 0Q0) ,那么 在 经 AS Bi 

(div X)Q, = d{i(X)Oo}, (11.10) 

Ferh iCX) 是 对 X GPA BITE Yi, +. Yoo, 

(i(X)Oo)C¥i, +++ 5 Yor) = OX, Vi, +++, You). 

注意 : V 中 的 体积 元 有 两 个 Qo, 一 9。, 但 由 (11.10) 定 义 的 
div 和 不 受 体积 元 选取 的 影响 。 所 以 divX 是 定义 在 M 上 的 函数 . 
由 此 可 见 不 论 M 是 否 可 定向 , div X 总 是 可 定义 的 (在 TIKN,I] 附 
录 6 中 divy 和 只 对 定向 流 形 来 定义 ). 


例 2 4 M ~R*,0,—dz'A--- Adz’, -5r 
. l é a 


回忆 OO 在 微分 式 上 作用 是 一 个 反 称 导 算 子 ( 见 KN, 1], 4 
35 页 ): 故 
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| i(X)Q, = 之 xi {i E p) det hee + de" 7 | 


am = (Drmxda News Ada Nees Ade, 
其 中 上 方 记号 入 * 表 示 删 去 它 下 面 的 项 。 进而 。 
di(X)Q, = S (=p 2X dæ’ Adr! A- AGA. Ade" 
. i | | | | | 
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Ox! a 
Bilt: divx = J D, 这 栓 是 经 典 的 向 量 场 的 散 度 ， 


Green 定理 假设 M 是 紧 致 定向 黎 曼 流 形 ETET 边界 
OM , 4 nn 是 定义 在 OM 上 的 外 向 单位 法 向 量 场 、 那么 对 于 任意 
M LIHEN X, A E 


| (divX)dvu 一 人 (x, ndon 


其 中 dvy 5 dva 分 别 表示 黎 曼 流 形 M , OM 上 的 标准 测度 . 

证 明 令 On 是 M 的 体积 
元 ;在 xcDM 处 , 选 M ;的 定 
向 么 正 基 {er ts 6.) 使 得 
n=e,(WAP111), i {o', 
os, 0") EE {erste en) 的 对 
偶 基 。 于 是 由 定义 ，M 与 0M 


omui  ” ”的 体积 元 分 别 是 
Oulx) = oN Na, Qola) = oN Aarts - 
注意 到 在 * 处 | 


1200s = aN 和. Ae! 
~ 1X, n)Oou 十 (2% o 的 项)， 
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所 以 | 
| 。 (divX ) dyn = ,dCiCX) Om) =m | 1(X)On 


一 | (X, RQ am 


一 \ CX, n>dvou, 
WEHE, 
推论 1 eM APE IES ORS 流 形 , X 是 M 上 一 个 
其 有 紧 致 支 集 的 向 量 场 , 则 
| (divx doy = 0, 


习题 1. 试 给 出 推论 1 的 详细 证 明 。 
习题 2. BREN RELA ARR MAG ER), 及 其 上 一 个 加 
量 场 X, 仍 有 
( Cis dvu = 0, 


上 述 推论 通常 出 现在 一 个 比较 特别 的 情形 里 ， 即 Xx 是 一 个 函 
数 的 梯度 问 量 场 的 情形 。 设 了 是 一 个 函数 , 它 的 梯度 grad f 是 一 
个 网 量 场 ,定义 如 下 : ERI RYH Y, 
(grad f, Y) = Yf, 
E R" 中 上 式 给 出 的 
gradf = 之 of 3 -bos Lee, L), 


Ox’ Ox! Ox’ Ox” 

这 就 是 通融 的 梯度 ， 

平常 在 黎 曼 流 形 中 ， 我 们 可 以 说 向 量 场 X HATEN KI 
分 式 7， 这 是 指 : 对 任意 向 量 场 Y， 

(X, Y) = n(Y). 

对 于 同 量 场 的 线性 函数 ,通常 可 定义 模 的 概念 ， 故 9 就 有 模 In|. 
用 这 种 语言 来 说 ,XX = grad f RAF dj = Df (因为 (gradj, 了 》 = 
(4f/)(Y)) ,并 且 |gradj| 一 1df| = |Dfl, $12 中 我 们 将 证 明 : 对 一 
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任意 函数 i, 
div(grad f) = Af, | 
推论 2 ME f 是 完备 歼 曼 流 形 M 上 的 一 个 函数 ， 它 的 支 集 
Re il | 
| Ajdy = 0, 
(S12 中 我 们 实际 上 男 给 一 个 办 法 证 明 这 里 的 推 沦 2.) O 
下 面 我 们 要 证 朋 Fubini 定理 的 一 个 广义 形式 ， 它 对 几何 中 
大 多 数 的 应 用 来 说 是 足够 的 . 对 儿 倍 中 页 深 远 的 应 用 可 参阅 LF1] 
中 定理 3.2.22 5 3.2.32. ) 
定理 3 ki: Mo>R 是 黎 曼 流 形 M 上 的 可 积 函 数 ， Lu: 
M > R 是 一 个 仅 具 离散 临界 点 的 C AR., > 
S,={xeM: uls) =å}, 
在 * 的 离散 临界 点 集 之 外 S 是 一 个 C” 超 曲面 , 因此 它 有 一 个 诱 
FRERE., $ do 是 5, 在 诱导 度量 下 的 标准 测度 , 则 


一 | t 
| ta Um ("aa | du] dy 
证 明 EC 上 定义 两 个 线性 泛 函 ,9 ， TT: 对 任意 的 
fe cl， 令 
FN ~ | fdvus 


Ff) = | da. |. da dw”, 


BeBe T, BSH, 9 E Bx 的 临界 值 集 合 ( 由 Sard 
定理 可 知 它 是 零 测 度 集 ) ,于 是 只 要 看 
| | jy v, 
s, |da! 
就 可 以 了 ,其 中 1< 民 一 多。 由 于 1e C3, 可 知 
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ief d ani d v, 
EER, MNT ELERA FEF ÆCEH 
Daniell 积分 ,因此 一 旦 在 C! 上 证 明 多 T7 ZAAT. T, 
扩充 到 LM) 上 的 唯一 性 即 得 定理 3 的 证 明 ， 

为 了 证 明 在 CG 上 .2 =7J,, 我们 可 以 忽略 x 的 散 离 临界 点 
集 家 .利用 一 个 C” 单位 分 解 , 欲 证 之 事变 为 证 明 : 对 每 个 ze M 一 
E, 存在 一 个 z 在 M 一 E HRR, ERRER EC, f 
的 支 集 在 OC 中 , 则 有 


_ [+ tia, 
| na yy | aa \ ow Ei” (LA) 
EM- E LEN—P HEY | 


X = _ grad # 
lgrad u|” 


令 (p) EX ARH , 即 如 果 ye M , 那么 :> p,(y) BX 的 一 
条 积分 曲线 并 且 y= wo(?)。 易 见 当 oY) 有 意义 时 ,有 


HeeCD) = du(X(p:(y))) = du( Bee ) 


| grad u|? 
= Tara Cored u,grad uò = 1, 
从 而 如 果 ye Sy, 则 nl E Spare DOYS, LF MWe Y, 
i | 
(X, Y) = Varad wp 1 了 (grad 1 u,Y) = Farad oar Yuy =0, 


所 以 OX LS,, Wee R, WFR x € M ,可 选 一 邻 域 ACS ER 
存在 > 0,$: AX(—6,8) >M: (y:i) pO) 是 有 定义 的 
并 且 史 是 一 个 RA. 此 时 取 

= pA X (—s, #)), 
BATTED (11. i 假设 六, ”是 4 中 坐标 函数 ， 上 是 
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(~e, e) 的 自然 坐标 ， 相对 于 多 中 坐标 函数 Ír, y` a > yh, 
M 的 黎 受 度量 表 为 


ny | 
g= (X, X ded 十 S h;,dy'dy? 


f j™l 


- dtdz 十 > hdy'idyi, 
-ji | PEE F 


AFV IAK A dy”! 是 S 的 面积 元 在 4 一 SiN 9 上 


二 it 
RA ik J Aa “J A 


| .am | H. a detl hy] + S dy dy 


六 Jr | ft a/ detl his} j 


本 | a len vd eM, 


最 后 一 个 等 号 是 因为 SORREW 中 所 致 。 这 就 证 明了 
(11.11), 

定理 3 HERK Win Face A, ORI A 
till ,但 是 由 Morse 理论 中 的 一 个 基本 定理 可 知 , KS MC” HM 
BAT HER BD 

A MOR EA C RIM LAD C BR, g 
么 任 给 M 上 一 个 正 毅 数 5， 和 总 存在 一 个 5” 函数 fos 使 得 
它 只 具有 离散 的 临界 点 并 且 在 放 上 
lf — fol <8 (参阅 [GG] 第 63 页 )。 

下 面 的 习题 给 出 具有 此 和 性质 的 另 一 类 函数 . 
习题 3。 试 证 一 个 5” 严格 凸 函数 的 临界 点 集 总 是 离散 的 。 
尽管 如 此 ,但 在 下 面 一 个 特殊 情形 中 就 不 用 对 “ 加 这 种 条 件 
T. 
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定理 4 设 “ 是 黎 曼 流 形 上 一 个 C” 函数 , 它 的 水 平 入 是 
S,={xreM: u(x) = åj, 
那么 对 于 M 上 任意 可 积 函 数 刀 有 
[_fldwldew 一 人 aa È, fans, (11.12) 


其 中 dm 2S, 上 诱导 度量 的 标准 测度 . 
证 明 ”我 们 也 只 须 对 f€ CI 来 证 (11.12)。 令 E 是 x 的 临界 
点 集 ， 由 于 在 客 上 |dx| 一 0, 故 g 
|, tlduldvw 一 0， 


因此 我 们 又 可 忽略 E 了 ,定理 3 的 证 明 便 可 逐 字 搬 过 来 . 证 毕 。 

很 显然 , 当 M 一 R, u 是 一 个 坐标 申 数 ,那么 定理 3 和 4 就 
是 经 典 的 Fubini 定理 ， 

最 后 我 们 来 讨论 歼 曼 流 形 中 测 地 球 的 体积 ， TRS RIE 
Ricci 曲率 之 (2 一 1)e*， 为 方便 计 我 们 让 < 取 正 数 或 纯 虚 数 ， 于 
是 讨论 的 出 发 点 便 是 Ricci 曲率 有 下 界 , 下 界 可 正 也 可 负 。 我 们 
先 做 些 代数 方面 的 准备 ， 

i f: Fs VS n Hep 2S T TH AA 性 变换 ， 令 
{6 ,…… Eh fer, t+ en} SPRUE, V 的 么 正 基 ,. 它们 的 对 侦 
基 分 别 是 1， Bf, oo RE 

6 = N Nő", 四 一 ON 人 .人 on 
用 下 式 定 义 nE R 
FO = 40. 
用 标准 的 记号 可 号 o 一 0/9, a 也 可 有 别 的 描写 法 , 设 
KE) = Dates, 
Aric det f = det[ ai], Mi 
fro 


万 = detf, | (11.13) 
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eas idet f| 写 为 另 一 种 形式 ， Ef T 面 的 (11. 14). {A 
4} EV 的 一 个 基 , 则 有 


FQ lf f(A) A °° NECAD (11 14) 
ENNEA ° 


在 证 明 (11.14) 之 前 , 先 回忆 一 下 #- 向 量 的 内 积 


LA 
所 以 如 果 {Vi e V) BAER BA IVA: AVI 一 1。 设 


A — > Blé;, =l, -nn 
网 
IAAD AN ee NECAD = Idet [8i] - EDN- NEDI 
= |det[£}]] - |det[aæ}]| 
eje Ael | 
一 1dett 6 站 | + Idetf}.. 
又 - 


|A,A--- NA, = ldel pi]! e V&A NE] = |det[81]|. 
故 (11.14) 成 立 ， | / 
现在 回 到 黎 曼 流 形 M. 设 7: [0, 5] 一 M 是 一 条 正规 测 地 
线 ，7Y(0) 一 x。 令 O 是 欧 氏 空间 M ;的 一 个 体积 元 ,又 令 Oe) E 
ME ra) 处 的 一 个 体积 元 ,定义 函数 p: [0, 5] > RX 
et) = nt 

尽管 M. M 分 别 丝 有 了 两 个 体积 元 ,但 是 p(o 却 是 一 个 确定 的 数 ， 
” 它 和 体积 元 QG), 9 的 不 同 选 取 无 关 ， 我 们 对 P 感 兴趣 是 由 于 计 
算 体积 的 需要 . 令 Ia) 是 以 ,中 切割 迹 的 内 部 , 2. 一 exp, Dr), 
由 于 exp,: 2(x) 一 2， 是 微分 同 胚 ( 见 $10 引 理 8)， 并 且 F(x) 
微分 同 胚 于 一 个 开 球 , 故 E 也 微分 同 胚 于 一 个 开 球 。 所 以 尽管 M 
也 许 不 可 定向 但 Z: 总 是 可 定向 的 。 在 2(%) 52, 中 选取 定向 使 
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expe: ECs) > E, 是 保定 的 ,从 而 
exp *O > 0, 
| 5& 
其 中 6, 9 分 别 是 确定 定向 的 EO), E: 的 体积 元 。 仿 照 上 面 eH 


的 定义 ,我 们 定义 了 (x) 上 的 一 个 水 数 p: EO > RUE: WE 


Byers exp 20(y)| _ exp7Q(y) 
=) a, PTO) | _ exps0 ly 
| POT) | 69 
其 中 yy 一 exp:y。 现 在 来 计算 2. 的 体积 
V(Z.) -| 0 =e | exp>g 
Zr (x) 


| ze 
(P2 - | ze P d “Mz 

其 中 d om, SEM, 中 标准 的 Lebesque 测度 ,省 写 这 个 记号 便 有 

V(M) -| o. (11.15) 


l 2(#) 
| 更 一 般 ; 知 B(a) 是 M 中 以 x 为 心 半 径 为 æ 的 测 地 球 9 B(a) 是 M ， 
中 以 原点 为 心 半径 为 6 的 球 ,那么 由 同样 的 论证 得 


V(B(a)) = | p (11.16) 


(11.15),(11.16) 中 积分 的 计算 主要 归结 于 对 ?的 计算 ， 沿 着 
5, 中 从 x 出 发 的 径 向 测 地 线 上 了 的 值 就 是 前 面 的 pG). 用 (11.14) 
来 算 pQ), 具体 算 起 来 要 用 Jacobi 场 。 以 后 的 计算 中 总 假定 
dimM =n, | 

BMS 设 7: [0,5] 一 M 是 一 条 正规 测 地 线 REBAR 
点 。 MA, ++, J 是 # 一 1 个 沿 着 7 的 线性 无 关 的 正常 
Jacobi 场 , 它 们 的 初 值 此 为 零 。 记 常数 [JC0) 入 … Ndal 为 
FT| OM S7 引 理 7 的 证 明 中 可 看 出 |Z | 0), W 
| O owas oe Ades] 


TF ja 
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TEAST i. J) 可 看 做 是 单 参数 测 地 线 族 {17。 的 
模 截 向 量 场 ,其 中 v) 一 exp.t(7(0) + aJ,(0)) (Hh ee 7B 
起 M， 中 的 单 参数 雪线 族 7 Ce) 一 K7(0) + uA), Fu) PRR 
HRE ?Fu 上 的 限制 是 14。 若 令 A 一 hO); WA 
Yalt) = exp,7? At). 
从 而 d exp: 将 17v 的 模 截 向 量 场 映 为 47,} 的 . 即 
_d exp,(t4;) = JK. | 
由 (11.14) 得 | 
wy m ITEIASQIA 和信] 
“eH FCOVAL COVA +++ ADCO) 
由 于 TL, Vi 和 171 一 1, 从 上 式 立 得 结论 。 证 毕 ， 
现在 我 们 需要 引进 一 些 定 义 及 记号 ， 当 M 是 单 连通 ， 曲 率 为 ， 
e 的 空间 形式 时 , 记 它 的 p) 为 po。 MBE * yh, + HH 
径 的 测 地 球体 积 为 V(x, ,相应 地 有 7.(x,:)， 一 个 阔 数 TRA 
是 下 噬 的 ,如果 对 于 <h AA | 
f(t.) 之 f(1,), | | 
定理 6 设 M 是 一 个 黎 曼 流 形 , 它 的 Ricci HRs 一 Ie. 
Ligy: [0, 5] 一 M 是 一 条 无 割 点 的 正规 测 地 线 , 则 


(1) (R. L. Bishop) Be 是 下 降 函 数 ; 


(2) R. L. Bishop-M.-Gromov} 更 设 村 是 完 和 的 , 则 对 国 
定 的 EM, Vle, DIVALO 对 t 是 下 降 函 数 。 
(3) (R. L. Bishop) 如果 c> 0，M 完备 , 则 


v(M)<v (s(+)), 
其 中 8S (Le) E RY 中 半径 为 1/e 的 球面 。 此 外 当 yO) + 一 


7(S (1/c)) 时 ,1 等 距 同 构 于 3"(11c)， 
注 记 。 为 了 理解 (2)， 首 先 验证 
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Vest) 
i V0 


因此 (2) 可 导出 


V(x, t) SYL), Vs, 
但 是 (2) 还 包含 更 多 的 信息 (大 家 将 在 下 面 的 定理 8 中 看 Si), 
Gromov 是 第 一 个 认识 到 “下 降 * 两 字 的 全 部 含义 的 . 
定理 6 的 证 明 需 要 一 个 非常 有 用 的 引 理 ， 即 引 理 7。 关于 这 
个 引 理 的 应 用 , 见 [C3] 和 [BGM] 中 第 134 至 138 页 ， 
引 理 7 设 7: [0,5] -> M 是 一 条 正规 测 地 线 , 其 上 无 7(0) 
A ， 令 4 是 到 7(0) 的 距离 函数 ,那么 在 reo, bl) Es 有 


-和 


ER 上 土 述 断 言 是 逐 扩 的 ,故我 们 只 须 在 7(#) 一 y 人 处 证 明 访 
ART. .不 妨 取 初 值 为 零 的 正常 Jacobi 场 J,,-- ens 使 得 
o o Clb, Jib} Bs Lia i ae 

由 $8 引 理 5 及 Dio(7,7) 一 0 得 i 


aol 1(6))= 3) DU. (4) ,165)) ~ ORLOJ 


X o 
dg? 2 n] | S 
di EAE 2 24 CJA NÌ N: N Jaah Ae: NJi 
-xn — 1) Whe .人 了, ， 
LF |] 
H D), Ji) 一 Öis, 改 


dP gy 2 Sy 
4 OE poe 2a Hilh), 7:66)) es 
. . 2(n— 1) : 
|\F |? - Pee 
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从 而 
， m gp n-i | 和 一 
p (4) = = (6) = 2 (Ji(b), Ji) — 一 


“(ae 3 me ee 


证 毕 ， : a 
定理 6 的 证 明 TM 是 单 连通 常 曲率 为 a 的 空间 (其 中 
或 为 正 数 ,或 为 纯 虚 数 ,或 为 零 ) , 设 
7: [0; b} > MS 

是 一 条 正规 测 地 线 , 易 见 7 无 割 点 所 >2 < x/c( 当 < = 0 RO 
数 时 , 令 /ce 一 oo)。 由 定理 的 条 件 知 T: [0, 0 一 M ERA, 也 
RACHA ,从 而 由 Bonnet-Myers 定理 知 be xf/ ec. 这 表明 7 与 
7 皆 无 割 点 ,从 而 可 用 $8 的 Laplace 算 子 比较 定理 ,得 Ao < Ar.. 
再 由 引 理 7 得 

Oe th. 

pS Pe 

上 式 两 端 取 积分 (4 <u) 得 


log p(t.) < log TAUA 


p(t, ) (Pe CON 
于 是 
p(t) > TUA 
p,(4,) Pelt) 
这 便 证 明了 (1). 


为 了 证 阴 (2)， RAVE KARR. ie ft, 2 BLO. 00) LERRA 
H. KO) 是 下 降 的 , 则 由 
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nol! 
各 
”确定 的 函数 也 是 下 降 的 。 这 可 从 下 列 计算 看 出 $ h= fje, w 
Ro 之， 
Wt Ye [Paks ee) ss 


1 


现在 转 回来 证 明 (2)。 因 定 reM, SC) BM, 中 切割 迹 的 
内 部 ,我 们 已 定义 一 个 函数 p: F(x) 一 RAF M ,固定 we M'， 
RMRI Elro), p Z(t) > R. MEX; X, 分别 是 Ms,,M 
中 单位 向 量 ,那么 本 定理 的 (1) 导 致 在 1X€ E(w), iX, € 5,(xo) 时 . 
函数 
r LUX). 

pe( 4X, ) | 
是 下 降 的 . 现在 来 修改 p, po $X M. 一 RR 是 集合 Ile) 的 特 
KELA! 
1, 4 Xess), 
0, 34 Xe Zs), 
类 似 地 有 xz: Mi > R EPEL- p, OL, ROR 
得 到 两 个 函数 


1x) ={ 


@: M, >R, p: Mi, >R, 
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由 Bonnet-Myers 定理 知 xX < X% ( 当 按 等 距 辣 构 等 同 M.: 5 Mi 
之 后 )。 这样 一 来 对 + 之 0, 函数 O 


kK X(#X) 
En HEX). 
是 下 降 的 ,从 而 函数 
pX) 
r SED 


是 下 降 的 ， 其 中 X,X, 分 别 是 M。。M?, 中 任意 单位 向 量 。 若 令 
SOVS 4r) 分 别 是 M:， Ms 中 半径 为 7 的 球面 ， 那么 从 刚 证 过 
的 事实 可 得 ,函数 | 7 

P, 


P. 
9 dr) 


对 + EERO, BLS 
A | se) -| 
由 Pubini 定理 知 放 中 以 * 为 心 ， ;为 半径 的 测 地 球体 积 是 ， 
Vs, -ja i? p= [t 
类 似 地 
V(t) 一 | g. 
于 是 定理 中 的 (2) 便 证 明了 . 


因为 o> 0, 所 以 人 ) 由 定理 的 (2 有 
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AORA ERSE ERT. MFE: 从 
von Ts 人) 


可 推出 M 与 s (1) 等 距 同 构 。 不 难看 出 当 


ron ~r (5 (2)) 


时 ,证 明 (1),(2) 过 程 中 出 现 的 所 有 不 等 式 皆 变 成 等 式 ， 特别 地 也 


就 有 
ar. 人 人) 人) 
由 Laplace 算 子 的 比较 定理 可 知 , 对 M 中 任意 正规 测 地 线 


7: lo, z| M, 
¢ 


Mr 中 包含 TO PRR EE’. 由 于 7 可 以 随意 选 
取 , 故 M 是 常 曲率 空间 ,其 曲率 为 2。 它 的 万 有 覆盖 空间 也 是 常 


曲率 e 的 空间 ,从 而 由 95 定理 10, 它 等 距 同 构 于 S (2 z): 如 果 


这 个 覆盖 是 重 的 , 则 . 
ron Lr (s(t)) 


由 此 得 和 一 1, 定理 6 便 证 完了 ， | 
BAR a MERE, =: 和 >M 是 局 部 等 距 同 构 , 又 是 OB 
| SH RIE VCR) = AVM), 
最 后 我 们 来 证 明 下 列 最 大 直径 定理 , 它 补足 了 Bonnet-Myers 
定理 (回忆 第 138 页 和 161 页 中 的 讨论 )。 
定理 8( 最 大 直径 定理 ) WME n RARER, ， 它 
的 Ricci 曲率 > (s — 1e > 0， 直 径 是 x/c， 则 村 等 距 同 构 于 


> zl1l* 


s+(£), 其 中 se (2) 是 Re 中 半径 为 11e 的 球面 


这 个 定理 的 一 个 特别 情形 , 即 在 截面 曲率 oc? 这样 强 得 多 的 
假设 下 ,在 1959 年 首先 为 Toponogov 证 明了 。 1975 年 郑 绍 远 证 
明 这 个 定理 8 ,用 到 他 自己 的 关于 Laplace 算 子 第 一 特征 值 的 比较 
定理 (参阅 [C3])。 后 来 K. Shiohama 发 表 了 一 个 证 明 , 仅 用 定 
Hon (2)( 参 阅 [54])。 这 个 证 明 自 然 比 郑 的 原始 证 明 初 等 多 
了 .而 后 我 们 注意 到 一 柱 旧 事 , 追 湖 到 1965 年 、M. Berger 就 已 
移 在 一 个 通 得 过 的 广 记 出 担 到: 定理 8 是 对 的 ， 并 且 可 用 定理 6 
的 (3) 米 证 明 ( 见 [B2], 特别 看 第 268 页 )。 考 虑 到 这 个 定理 的 证 
明 是 如 此 初等 ,我 们 就 已 不 怀疑 ，Berger 之 所 以 没有 公布 证 明 绍 

市 , 那 是 因为 他 觉得 不 必要 了 ， 

定理 8 的 证 明 用 乘 以 正常 数 改 变 黎 曼 度量 的 尺度 的 办 法 使 
定理 8 等 价 于 这 样 的 事实 : 如 果 Ricci HE >n— 1, d(M) = 
x, 则 MM 等 距 同 构 于 5"(1). | 

取 p, 9e M ,使 得 d(p,q) =d(M) =z, 4 B,(r), B,(r) 
分 别 是 M 中 以 p.9 为 中 心 .* 为 半径 的 开 调 地 球 。 由 于 MP. q)= 
x, 所 以 | 

B(r)NB (x#—r) =D, Vrelo, x], 
KAKES 
V(p,r)=V(B, (r)), Vlg, — r)=V(B,(z—r)), 

则 有 

Vipsr) +VQ,x—-71) SVM), Vrel0,z], (Ħ) 
MAF d(M) = x, Pry 

V(p, x) = V(q, x)= V(M), (Z) 

& ViCr) 是 5"(1) 中 半径 为 ”的 测 地 球体 积 ,于 是 由 定理 6(2) 和 
EEC), (CRA 
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VM) 之 了 (psr) + V(9q,2—1) 
_ Vp, yr) + Voz r) V (2 一 rI 


Vlr) Vilx — r) 
V(p, x) Vlg, zx) yy 
之 一 二 一 一， 十 一 一 一 (rz 一 
ra t Ta Tn 
一 VM) ViCr VM) V(x—r 
Vila) Cr) + Vi(x) ( ) 
=V(M). 


多 各 上 面 式 子 中 的 不 等 号 必 篆 是 等 号 ,从 而 有 


V(p,  ) Vp, r) x 
V(r) Vlr) > Wre (0, L 


由 于 


im Par) 1 ( 见 定理 6 的 注 记 )， 
reo Vi(r) . | 


即 得 
VCM) =V(p, x) = Vile) = V(S*(1)). 

再 由 定理 6(3) 即 得 M 与 5*(1) 等 距 同 构 , 

关于 定理 6 的 一 些 拉 杂 的 话 也 应 该 讲 点 。 首先 定理 6(1) 可 
以 推出 Bonnet-Myers 定理 。 事实 上 从 

和) 一。 

推 知 存 在 to < r/c, E p) 一 0。 从 而 d exp: 在 n7(0) EM, 
处 退化 ， 这 就 表明 r) BHP, U4 ERAN 必须 有 
L(Y) < a/c, FÆ UM) < /yc。 第 二 点 是 : 如果 假定 以 截面 曲 
Bcc RRS Ric 之 (2 一 1)c, 那么 相似 于 定理 6 的 结论 也 成 
站 ,只 是 把 结论 中 的 TE 换 成 EI”, “和 <” 换 成 “ 宕 "(参阅 第 152 
页 的 推论 8), 留 此 作为 习题 。 最 后 我 们 指出 ,定理 6(2) 在 割 点 以 
内 的 情形 在 1963 年 已 为 Bishop 知道 了 , 但 是 正 是 因 这样 一 位 
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Gromov， 他 做 了 一 个 简单 的 观察 (在 割 扣 之 外 也 成 立 ) 之 后 ,接着 
阐明 体积 比 的 下 降 性 质 的 真正 含义 ,局 面 大 为 改观 ， 可 调 " 化 腐朽 
为 神奇 >， (参阅 [G7]，[G8]，[CGT].。) 一 个 稍稍 不 同方 向 上 的 . 
工作 ,但 是 也 表明 那个 作为 几何 不 变量 的 体积 函数 的 重要 性 ,可 参 
wW LGW4], | | 
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512 ” 某 些 基 本 的 计算 技巧 和 
Weitzenbick 公式 


本 节 参 考 文献 
[W9]. 


[R2], BGR. 


如 果 我 们 要 去 证 实 黎 曼 流 形 上 某 个 张 量 等 式 或 张 量 不 等 式 ， 
只 可 在 一 点 附近 选取 一 个 适当 的 坐标 系 或 一 个 适当 的 标 架 场 ， 并 
验证 等 式 或 不 等 式 在 这 点 成 立 就 行 了 .本 下 讨论 在 最 通常 的 情形 
下 如 何 进行 这 种 选取 . 
在 $4 中 ( 见 (4.10)), 我 们 已 证 明了 以 点 reM 为 中 心 的 法 
坐标 的 存在 性 。 它 们 是 满足 
x(x) = 0, Vi, 
Bile) 一 01 Wis Ts | €12.1) 
dga(x) 一 0 | 
的 坐标 系 {r} 这 里 人 gidx'd 是 度量 张 量 、 在 $4 中 已 给 出 了 


(12. 的 一 个 应 用 ， 这 里 我 们 再 给 出 一 些 应 用 . a 
“(1) 设 X 是 一 个 向 量 场 ， 利 用 六 可 定义 一 个 (1， 1) 型 的 张 量 
场 , 记 为 Ax. 它 对 每 一 个 向 量 场 了 ,有 
Ax(Y) 一 —DyX, | 
这 里 的 负 号 是 一 种 方便 的 约定 ，4x 可 在 成 是 在 每 点 re M 处 的 
M :的 一 个 自 间 态 , 即 | 
v> —D,X, VvE€EM,, 
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现在 我 们 来 证 明 

div X 一 一 tr Ax, (12.2) 
这 里 tr 表示 在 每 点 处 自 同 态 的 迹 。 为 此， 只 需 在 x*e M 处 验证 
C. 设 tz 是 以 zx 为 中 心 的 任何 坐标 系 ; 又 设 


= i OL 
x= È X p 
On O FE BERAR ir?) 下 的 一 个 局 部 度量 体积 元 hl 
Q = /G dè A+++ Adz", 
其 中 2 gidrid! 是 度量 张 量 , G 一 det [gi;;]。 由 
div X = di(X)Q/Q 
(记号 的 定义 见 $11 set 10)) 可 得 出 
1 = .一 Ne i 
div X 7 > Aa (Y GX Je (12.3) 
现 特 取 {x} re 为 中 心 的 法 坐标 系 , 则 


div X ==== -=-_ = DY SS OX" 
~ Ox! 


在 处 8 < eX’ 
tr Ax D (D X a) TÈ Fh 
因而 证 得 (12.2). | 
(2) Mf teE—-7* C” RM, TERM RUE $11 的 推论 2 

前 面 所 写 出 的 公式 / : 

div grad | = Af, (12.4) 
采用 在 = 邻近 处 的 任何 坐标 系 {r} Dedede 为 度量 , 设 gl Re 
定义 为 


2 gigi, 一 Ôk o 
则 
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grad j = 之 (> g” ar) -2 rw (12.5) 
再 特 取 { x/} 为 在 * 处 的 法 坐标 系 , 则 由 (12.3) 及 (12.5) 可 得 到 
l 9 cc a OF) 
si Cored) = T= D aye Be od 


和 


A ~ >) ivy (2, a) 一 on 


所 以 证 得 了 (12.4). 顺带 地 ,(12.4) 和 (12.6) 在 一 起 就 给 出 了 $2 中 
习题 5 的 一 个 解 ， 
FETE MERA dr) 的 中 心 * 处 还 存在 着 下 列 关 系 : 
| pO = 0, Vi, j, 
dG(x) = 0, 
由 逆 阵 作为 原来 十 阵 的 余 因 子 的 详尽 表示 式 就 可 得 出 其 中 第 一 组 
式 子 ,而 第 二 式 得 自 (12.1) 及 行列 式 的 定义 ， 
(3) 如 {Vi} 为 向 量 场 的 任何 局 部 基 ，{] 为 其 对 偶 1- 形 式 
基 ( 即 w(V;) = 55), WA 
d = 24 w N Dy, (12.7) 
由 此 立即 可 推出 : 所 有 平行 的 微分 形式 ( 即 满 足 Dn 一 0 Hn) 一 
定 是 闭 的 。 
为 了 证 明 (12.7) ,可 先 考察 其 右 端 ( 记 为 d) 与 局 部 基 {V;} 的 


选取 无 关 , 换 言 之 ,如 {Y;} 是 向 量 场 的 另 一 组 基 ， Hip) ERR 
FAY} 的 1- 形式 基 , 则 


之 w A Dy, = 之 p! N Dy, 
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这 只 是 线性 代数 的 一 个 练习 。 于 是 4 是 -个 整体 地 作用 在 M 上 的 
算 子 。 我 们 现 选 取 在 « 处 的 法 坐标 系 {x'}, 故 有 
d= 2 dxf AD 。， 
Oe: 


另 一 方 商 , 利 用 在 * 处 法 坐标 {x 的 性 质 可 扒 册 
(Da a) (a) = Dean 人 ae 
-a(o fe) 


| 0 Ert ， ， 
-—d (De ) 0, Wists . 
” Br” Ox ， | ' k 


于 是 


Da dx 一 一 0， Yis i o © = (128) 


现在 要 验证 (12.7) 式 ， 即 对 在 点 *€M SERIE POST n n A 
dy = dy, | 
利用 d, d 的 线性 性 质 ， 可 不 妨 设 
n = fde A+++ Adat, 
所 以 从 (12.8) 得 到 


dn EE > aL .dxi Ndx! N -++ Nda? = dn, 
这 就 证 得 (12.7)。 

有 时 利用 标 梁 场 { 即 向 量 场 的 局 部 基 {8,}， 使 得 (Es E;) = 
6. Vis 1) 可比 用 坐标 同 量 场 计算 起 来 更 方便 。 在 *& M 邻近 的 
PREI BE 称 为 在 * ABER, SAMS (Ds,E;)(x) = 0, 
Vi, le 给 定 x€M 及 在 M , 处 的 一 个 么 正 基 {es “"*9 Cats 我 们 
总 可 以 作出 在 * 处 的 一 个 法 标 架 场 {E;}, 使 得 对 每 一 个 i 都 满足 
Ex) 一 ci BEL, 设 14x) 为 以 * 为 中 心 的 任何 坐标 系 《 即 
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Xi(x) = 0, Wi), 对 邻近 于 xz 的 任何 点 po © Ep) 为 党 连接 x 到 
的 (关于 坐标 系 12°} 的 ) 径 向 曲线 把 ce; 从 x 平移 到 所 得 的 向 
E. MAH $1 的 (1.12) 可 知 ， 有 DB; = 0, Vi, 1f。 这 样 做 出 的 
PRE {Es} BN APR. 

习题 1。 设 {2} 为 在 一 邻 域 中 定义 的 一 个 标 架 场 ， 
O YC” 函数 1,gradf = SCENE; 


(2) Y REH X, divX 一 >) (Dz X, E); 


(3) 利用 (1) 及 (2) AH: “VRR, A div (grad1) = ^ 户 的 第 二 种 
WERA. 

我 们 将 用 味 架 场 的 观点 去 讨论 作用 在 微分 式 上 的 Hodge- 
Laplace MF A, AMMAR Hodge 定理 作 一 些 评论 . 

设 M 是 一 个 2 维 定向 流 形 ,{E,，-……, E,} 为 一 局 部 标 架 场 ， 
Blots +++, wr]} 为 其 对 侦 标 架 场 (oi(E;) = ba), H N Neo 
定义 了 M 的 定向 . (M) XM E CH p- 形 式 (或 称 p 次 微 
分 式 ) 向 量 空间 ,我 们 可 利用 | 

ECAN Nabe) = toh N e Noe, 

(其 中 Cis tts OCU n) 的 一 个 置换 ， 上 述 等 式 在 偶 置 
sist Bet FERIE), SPHERE NL mL 

AIM) EME LPR eH . 
o ki SM) ™(M), Vp m0, n | 
可 以 验证 这 个 定义 是 与 {0 的 选取 无 关 ， 且 YC” 函数 te Vn € 
of AM ) 有 
k (in) = tC kn). 
另外 知道 
**: (M) > of CM) 
满足 
k k = (—] ert? 
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FX ETA. KOA aL = oA +++ Aw’, 
现 利用 5 == (1) t kdk 定义 
8: of (M) > A'M). = 
可 以 验证 , 6 确实 把 .er* IRB ce, 复杂 的 符号 (一 1 是 
为 了 保证 下 面 的 (12.9) 式 成 立 ， | 
Hac’, BE’, MAG, 5 中 有 一 个 具有 紧 至 文集, 
定义 一 个 L?- 内 积 


«a, py =| aN «6(- =| (osB)de), 


于 是 d ,5 彼此 成 形式 共 轿 , 即 如 ae .erry ye .ore Hor 中 有 
一 个 具有 紧 致 支 集 , 则 有 
Ka, dvd = (a, T), (12.9) 

为 了 下 9 这 全 质 ， 我 们 注意 到 《 ,》 是 一 一 个 定义 在 of °CM ) 
(Vp 一 0, .…，z) LIAR, (E A (M) 一 C 函数 全 体 上 , 它 
是 通常 的 性 :内 积 ), 而 且 容 易 验 证 # 是 保持 此 内 积 的 , 即 

Kka, xp) = (a, 8), Va, BE CMY 
于 是 证 明 (12.9) 成 立 就 等 价 于 证 明 
Ka, kdr = xa, *Y), 
RS OF a 
| Ckandr) + (-1 (d*a) AT) = 0. 


由 于 上 式 中 的 被 积 项 等 于 (一 1)*-?d( ka AT), H Stokes 定理 即 
可 知 上 式 成 立 . | 
定义 Hodge-Laplace WF A: .wy ’(M)—> .err(MJVp = 


0, e, n) 为 | 
A = ĝd -+ dô, (12.10) 


因为 d 一 0, & 一 0, Nj A = (d + 8r, I RGR XK N 适合 Ay 一 
0, 则 称 是 调和 的 . 在 紧 致 的 M 上 ,3 为 调和 的 充 要 条 件 是 
dy = dn = 0, 
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充分 性 是 显然 的 ,其 必要 性 得 目 
An = 0 > An, 7) = 0 => Cdn, dnd + Cdn, dnd = 0 
=> dn = 0, dn = 0, 
在 最 后 一 步 中 ， 利用 了 事实 : la, a) = 0 >a =0, MMABR, 
则 调和 微分 式 就 不 一 冠 是 闭 的 ， 
习题 2. ER ERD AMBER ALAN RRP A. 
提示 : 首先 验证 在 人 上 有 


alj dr! 入 Adz?) = -之 a y dx’ A ---A dz? , 


现在 我 们 利用 在 一 点 处 法 标 架 场 的 存在 性 来 证 明 ; 如 {Ei} 是 
一 个 局 部 标 染 场 , 则 


5 一 一 之 | i(E;)Dz,, (12.11) 


设 5 为 上 式 右 边 的 算 子 ， 利 用 线性 代数 可 验证 : 5 是 与 标 架 场 
(E) 的 选取 无 关 , 所 以 于 是 整体 地 定义 在 M 上 的 ,为 证 上 明 (12.11)， 
只 需 证 明 它 在 xe M 处 成 立 就 行 了 。 设 {E;} 是 一 个 在 * 处 的 法 
标 架 场 , {ow'} 是 它 的 对 偶 标 架 场 (w(E;) 一 8; )， 由 于 


Dz,E; = >, TE, 
k 


所 以 有 
(Dgo) (Ei) = De 一 w (De, E,) - =æ 一 CC Da E)» 
RA | 
Ds, 一 一 >> lic, (12.12) 
于 是 得 到 
| (Dz )(x) 一 0, (12.13) 


Anm pdh Neat, 其 中 Aco} HE (12.13), Bl 
bq = 一 人 >) (DEJA N NGI A- Ne 
| į 


* 271° 


为 计算 on, 注意 到 对 7 一 1, .…， p, 有 
ko Natt! N eos Net ) 7 

= (1 fem XDD A Ao A BIA oes Ae 
Sn —_ C—] estat *d( fo??? A we > Aw") 


Be (yet Eo Nat A+ Not (12.7)) 
| j=} o 


= D SRDAN Ad N Na 
一 õn, 

IX ECUEBR T (12.11), 

作为 应 用 ， 我 们 可 以 证 明 ， NC c” 函数 f 的 J Hodge-Laplace " 
子 A 满 足 | / 
Af = ôd f = —te DY, a (12. 14) 
因为 8/ 一 0, 所 以 第 一 一 个 等 式 是 显然 的 第 二 式 等 式 得 自 〈12.7) 
及 《12.11) ,这 是 因为 关于 在 x 处 的 法 标 架 场 ,它们 在 * 处 都 等 于 


一 之 BE yf. 现在 从 (12.14) 可 引出 两 点 评论 : 


(1) 对 函数 的 Hodge -Laplace 算 子 是 以 前 定义 的 Laplace 
算 子 uD HA. 两 种 符号 约定 是 根深 蒂 固 的 ,各 自 有 着 不 同 
的 理由 。 称 tr D:f 为 â 的 理由 是 在 R* 上 ,这 是 一 个 由 Laplace 


所 导入 的 算 子 DR, 所 以 这 个 命名 具有 历史 的 合理 性 ， 


男 一 方面 ,以 (12. ayer Hodge- Laplace 算 子 的 定义 是 为 了 保证 
A: oy?(M ) 一 yy ?(M) 成 为 一 个 正 算 子 ， 即 ve at? (M), 
有 

«An, nd = 0,. 
解决 这 个 图 境 的 唯一 方法 是 每 当 我 们 在 讨论 一 个 函数 的 Laplace 
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算 子 时 ， 我 们 必须 特别 指出 这 个 Laplace 算 子 的 意思 . Em 
中 ,我 们 总 是 把 tr D 作为 对 函数 的 Laplace HP.. 

(2) 第 二 个 评论 是 我 们 能 提供 男 一 神 方法 证 明 : 在 流 形 M 
上 ,每 个 具有 坚 致 支 集 的 函数 适合 


下 Afdv = 0, i (12.15) 


(第 一 种 证 法 见 §11 的 推论 2. ) 事 实 上 ， 先 设 邓 为 可 定 癌 ， 如 9 为 
度量 体积 元 ,由 Stokes 定理 就 可 得 出 


| .Ara = 一 | ody g 一 一 | xar) 


= 一 | 4 * df) = 0, 
4M 不 可 定向 时 , 令 r: M>M 为 定向 覆盖 , 则 
| AG) = 0, 
但 * 是 局 部 等 虑 的 , 故 Re*y = aC Af), 所 以 
0 一 | (aj) =2| Af, 


于 是 证 得 (12.15 )， 
算 子 6 是 向 量 场 散 度 的 一 种 推广 . AT BER ms 可 定 
X LÉA n ARR 
(ñs Y) = aY), V 癌 量 场 Y, 
于 是 对 每 一 个 1- 形式?* 有 
bn = div ñ. (12.16) 
事实 上 对 在 * 处 的 一 个 法 标 架 场 {E;}, 设 {wi} 为 其 对 偶 标 架 场 ， 


Hid a= >> no, M) 3 = Ds niEis 所 以 (12.16) 的 两 边 在 * 处 


都 等 于 一 之 | (Ein). 
另 一 个 关于 Hodge- -Laplace 算 子 的 公式 是 记 刘 Weitzenbéck 
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公式 的 一 系列 式 子 中 的 一 个 . 为 吉 免 混 消 起 见 ,我们 用 A RR 

用 在 C° 函数 上 的 Tr D 于 是 对 每 一 个 C“ 的 1- 形 式 93 有 “= 
> Alal" = |Dn|: — <An, 1) + Ric(#, #), (12.17) 

我 们 只 需 在 一 固定 点 + ¢ M 处 证 明 (12.17) 成 立 ， 设 {81} 为 * 邻 

近 处 的 一 个 法 标 架 场 ,使 得 对 于 {E(x)} 来 说 , M :上 的 对 称 双 线 

HIER Ric 呈 对 角形 . Wda) 是 对 偶 于 (E) 的 标 架 场 . 记 

1 Dj m, 
则 


Ric(#, j) 一 一 一 == 之 Ni ? Ric(E;, E;). 


HEXA, Dalt 一 3) Daal 所 以 


x tt 


= A |n 一 一 一 之 | 《Dsg,Dsn, n) + Dal 
对 任何 张 量 场 了 ,定义 tr DT H 
tr DT = 之 | {DeiDa7 一 Das T}，V 么 正 标 架 场 {Ei} 


(UL $2 中 tr 的 定义 及 Ricci 恒等式 )。 这 个 定义 显然 与 {6;) 的 
ARIEL. 于是 我 们 可 以 写 出 


> Aa|n|* = (te D'y, n) + [Dal 


MCL 7 RAEE EORR: 


iCE; JD === == Dz,i(E; > Vis k, 
人 们 可 以 验证 : 对 任何 微分 式 , 有 有 


Dz, 十 >) w AiCE;) Rez, 
iow 
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此 处 KR 是 曲率 张 量 。 最 后 的 和 式 与 45;} 的 选取 无 关 ， 它 是 整体 
地 定义 在 M 上 的 ,因而 我 们 得 到 : 对 所 有 C” 微 分 式 , 有 


A= —trD:+ >) o Ai(E))Rez,. (12.18) 


综 上 记述 ,我 们 就 得 到 了 (12.17). 

公式 (12.18) 是 原始 的 Weitzenb5ck 公式 .(12.18) 或 (12.17) 
的 意义 在 于 从 这 些 公式 中 可 以 看 出 流 形 的 曲率 能 影响 任何 形 如 
P = A+ OCB deg Q<l) 的 偏 微分 算 子 的 解 。 对 于 (12.17) 
的 许多 应 用 ， 我 们 可 参看 本 节 一 开始 所 列 出 的 论文 。 我 们 在 这 里 
只 指出 一 点 , 即 由 下 列 的 Hodge FH, 调和 形式 空间 的 研究 将 显 
得 极其 重要 . 

Hodge 定理 在 紧 致 定向 的 黎 曼 流 形 M 上 ,调和 pp- 形式 的 向 
量 空 间 OC BAW eh LA messi HM, R), i 

目前 能 用 极 简 单 的 方法 来 证 明 这 个 定理 ( 见 FW10], 第 四 章 )。 
但 是 阅读 在 本 节 一 开始 所 列 出 的 de Rham 的 书 中 的 证 明 是 有 益 
的 ， 因 为 那个 证 明 本 身 提 供 了 巨大 的 信息 :; 我们 现在 能 给 出 
(12.17) 的 一 个 应 用 ， | 
”定理 如 M 是 一 个 紧 致 黎 曼 流 形 , 其 Ricci 曲率 是 拟 正 的 ( 即 
处 处 非 负 ,但 在 一 点 处 为 正 ), 则 Et — {0}. 

TA ”我们 首先 假设 M 是 定向 的 。 只 需 证 明 任 何 调和 1- 形 
An AAF. NAMEK, An 一 0, 所 以 由 (12.4) 及 (12.16) 推 
出 ) : : | | 

Om | [Daltde + | Rica, ade, 


Ric 是 拟 正 的 假设 意味 着 第 二 个 积分 为 非 负 。 所 以 这 两 个 积分 都 
等 于 零 , 于 是 有 
| | Dn = 0, 
Ric(#, it) = 0, 
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第 一 个 方程 表明 4 是 平行 的 ,现在 对 每 一 个 向 量 场 X, E 

XInl: 一 2(Dmy n) = 0, - 
FE |n| = const, WA 1 在 其 处 非 零 , 则 ?3 处 处 非 零 ， 由 Ric 的 
MEHEA Ric(5, 3) > 0, 于 是 产生 矛盾 ,因而 3 恒 为 零 . 

如 M 不 可 定向 , 设 x: M>M 为 两 重 定向 覆盖 ( 见 $6 定理 7 
前 的 定义 ), 于 是 = 为 易 部 等 长 一 事 意味 着 小 把 M 上 的 调和 微分 
RRA 履 上 的 调和 微分 式 。 又 因为 ; 是 单 的 (x 是 满 的 )， 所 
以 M 上 除了 零 之 外 没有 调和 微分 式 ， 证 毕 ， : 

3 FR Mr — Pe 后 ia BY H M, R) 同 构 于 H'(M ， R), FE Ho- 
dge 定理 知道 ,由 紧 致 性 及 Ricci 曲率 的 拟 正 性 可 推出 

H(M, R) 一 0， 
所 以 由 HCM , R) = 0 可 推出 HCM , 乙 ) 是 一 个 有 限 群 . 再 利用 
Poincaré EEA, 
Hi(M,， 2)& n,(M )/[2,CM )s (MYI . 

(这 里 [ ，] 表 示 换 位 子 群 )， 所 以 n/m, m] 是 有 限 的 . 但 是 由 
$7 推论 9 后 列 出 的 Cheeger-Gromoll 定理 知道 ， 从 紧 致 性 及 
Ricci 曲率 的 拟 正 性 可 以 推出 一 是 有 限 的 (于 是 ALM QDR 
的 ,因为 CM, R)=0) 因此 在 这 情形 干 ， 利 用 调和 微分 式 的 
方法 并 没有 得 到 最 强 的 结论 ,但 是 上 述 证 法 在 复 流 形 中 有 广泛 而 
深远 的 推广 ， 因 而 它 具 有 巨大 的 价值 ( 见 本 节 汪 开始 所 列 出 的 论 
y) / oe 
对 于 《12.17) 的 另 一 个 应 用 , 见 EBGM] 中 的 第 179—185 页 . 
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s13 子 流 形 和 第 二 基本 形式 


本 节 参 考 文献 

(S8, IV], 第 七 全 $c, 
[GKM], $3.7.. 

[KN, II], 第 七 章 $1 至 $7. 


为 了 谈论 在 一 个 包容 空间 中 某 子 流 形 的 “形状 >， 我 们 先 做 
个 形象 的 考察 ， 大 家 都 知道 , R 中 的 平面 R 与 圆柱 
C œ {(x, y, ER: Lt g =I1,yeR} 
是 局 部 等 距 的 ， 事实 上 映射 
p: R: —> cC: (x, y, 0) Csin x, y, cosx) 
就 是 一 个 局 部 等 距 , 辣 时 也 是 覆盖 了 映照 但 是 RR 与 Cc 看 起 来 甚至 
在 局 部 上 也 显然 是 不 同 的 ( 见 图 13.1). 描写 它们 在 外 观 上 的 区 别 . 
有 一 个 办 法 , 那 就 是 观察 它们 各 自 的 法 向 量 的 状态 ，RR? 的 单位 法 
问 量 场 是 N,, 把 N, BRR SRC? RAIN, Bees, 
对 RO RUE ORS D,N, 一 0。 而 在 另 一 情形 ,C 的 单位 
HARAM 只 在 ?方向 上 是 常 值 的 ,在 与 贺 周 {y 一 ys x: 十 t= 
1} 相 切 的 方向 上 不 再 是 常 值 的 了 ， 实际 上 当 把 N, BRN: C 一 
RĀ, 在 C 上 有 ` 
| PN 一 0， 如 果 Y 没 着 》 方向 ， 34) 
”Dx 和 Vi 一 X, MRXYF LARA. 
我 们 可 做 进一步 比较 。 当 然 C 不 与 单位 球面 S SRAM, 因此 它 
们 在 外 观 上 肯定 是 不 同 的 ,但 也 有 相似 之 处 。5* 上 单位 法 向 量 场 
N: 显然 满足 ; 
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图 13.! 


DyN, = W, 
其 中 Ww 是 8: 的 任 一 切 向 量 ( 见 图 13.2). 可 见 C 在 一 个 方向 上 
(03.1) 中 的 XX) 与 5 相似 ,在 另 一 方向 
上 ((13.1) 中 的 了 ) SSRA. 
看 清 这 些 例子 后 ， 显 见 ， 为 了 充分 
描写 Re 中 曲面 的 外 观 , 我 们 应 当 考 罕 
DxN, 其 中 NN 是 曲面 的 单位 法 向 量 场 ,Xx 
是 曲面 的 任意 切 向 量 。 注意 : DxN 是 
切 于 曲面 的 , 即 DNL! 这 是 因为 


(D:N, N) = 7 X(N, N) 


图 13.2 


~l x. m0, 
2 
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因为 一 个 向 量 由 它 与 所 有 别 的 向 量 的 内 积 值 完全 决定 ， 所 以 考察 
D:N 就 相当 于 考察 《DxN, Y), 其 中 X, Y 是 曲面 的 切 向 量 。 这 
里 的 DD 是 尽 中 的 方向 导数 ， 它 恰 是 平坦 度量 的 Levi-Civita 联 
络 。 上 述 关 于 R 中 曲面 的 这 些 观察 提出 了 描写 黎 曼 流 形 中 子 流 
形 外 观 的 一 个 一 般 方法 ， 
设 角 是 一 个 5 维 黎 曼 流 形 ,M 是 {的 一 个 4 维 子 流 形 ，2 < 
多 。 为 免 去 语言 上 的 含混 ,我 们 定义 
A(M) = 前 中 所 有 M 上 的 向 量 场 ,它们 处 处 垂直 于 M ; 
Sr(M) 一 关中 所 有 M 上 的 向 量 场 , 它 们 处 处 切 于 M. 
NCM) 中 的 元 素 称 为 M 的 法 向 量 场 .对 给 定 的 v€ .YCM )，M 的 
对 应 于 > 的 第 二 基本 形式 是 一 个 函数 [1,, 它 满足 
1,(X, Y) = (Dy, Y), YX YE Z(M), (13.2) 
trth D Æ M HY Levi-Civita RY. | 
引 理 1 对 于 每 个 固定 的 v,， i， 是 村 上 一 个 二 次 对 称 协 变 张 
ay. | 
证 明 对 于 任意 X, YE T(M), 
0 ~= Xlv, YY = (Dyr, Y) + v, DY), 
所 以 有 
1X, Y) 一 —(», BxY) (13,3) 
(这 称 为 Weingarten HE). ME | 
(vy, DxY) = (v, DyX) + (r, [X, YW 一 《2， Dik), 
因此 再 用 (13.3) 得 
CX, Y) = UY, X). 
此 外 ,对 于 M 上 C” PR DA 
11,(/X, Y) = fll,(X, Y) = lICX, fY), 
所 以 ,是 WM 上 张 量 场 。 证 毕 . 
-由 引 理 1 可知, 固定 > 与 < 对 时 ,对 任意 的 XYE.Z COM)， 
WX, Y) 仅 依赖 于 X(z),，Y(z)。 此 外 由 于 (13.3)， 在 x 点 
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的 I, 仅 依赖 于 v(x) 并 且 在 对 的 C” 函数 环 上 1 到 于 ?是 线性 
的 。 于 是 对 任意 的 xe M RNAS Rw 加 

| Mz@M QM, R: (N,v, w) IV, We), - 

其 中 Mi 是 M, EM, HAO; » Fe M FSIS [FL oe » r) = 
N; V, 多 是 M 的 切 向 量 场 ， 满足 

| V (x)= v, WC) =w, | 
由 于 = MOM?) 是 一 个 内 积 空间 , 故 有 不 少 的 等 价 说 法 来 措 
述 这 个 多 线性 映射 其 中 之 一 是 定义 一 个 对 称 双 线性 型 (RRI 
次 型 ) 
S: MOM. -> MŁ 

使 得 
(S (v, w), ») = lv, w), Yy € W(M), 
S 的 迹 > SLeis ei) 是 Mi 中 一 个 元 素 , 记 做 mx) 其 中 {eo 


z MEM, -中 的 么 正 基 ， 这 个 是 MM 的 法 向 量 场 ， 称 为 村 的 平均 曲率 
Bh, In| 称 为 M 的 平均 曲率 。 7 的 几何 意义 在 $14 中 就 能 
AHAT. 另 一 个 办 法 是 对 任意 y € ANM) 确定 一 个 对 称 线性 
变换 
A,: M, > Mss Vxe M, 
“使 得 
(A,(v), wy = Hv, w), We,we Mz, 
这 里 的 A, 也 称 为 是 对 应 于 > 的 第 二 基本 形式 . T nle) 是 Ms 
中 对 假 于 线性 函数 
Mi >R: p> trA, 
的 唯一 元 素 。 对 侦 的 含义 是 指 | 
\ | (nlr), Y = trA,, : (13.4) 
对 于 Ms PAYA TER {i tes og A | 
S(o,w) = SSL, wv, Vo,weM,, (13.5) 
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当然 上 面 所 有 这 些 处 理 皆 是 纯 代 数 的 ， 我 们 下 面 的 任务 是 与 
几何 打交道 。 | E 
= Øl 设 M 是 站 的 超 曲面 ( 即 庆 一 * 十 1， 在 局 部 固定 一 个 
单位 法 向 量 场 >: 并 记 IL Ul, 4 为 4, 于 是 有 
全 M ,.@M,—R, IKX, Y) = (Bx, Y?» 
A: M,->M,, A(X) = Dx», 
由 于 > 是 单位 法 向 量 场 , 故 


(A(X), v) = (Dxy, v) 一 > Xlv, v») = 0, 


(13.6) 


从 而 
ACX)E FCM), WXET(M)s 
所 以 (13:6) 的 写法 是 合适 的 。 4 的 特征 值 称 为 主 曲率 ， 例 如 说 是 
P ttes Pa CRECI p: WEEK). det 4 称 为 M 的 
Gauss-Kronecker 曲率 或 简称 为 高 斯 曲率 ， 
2 考虑 一 张 曲面 MCR, BARR He det 4 REEM 
率 的 乘积 。 我 们 知道 有 一 个 高 斯 的 Egregium ( 绝 好 的 ) 定 理 , € 
说 这 里 定义 的 Gauss-Kronecker 曲率 (高 斯 曲率 ) 就 是 $2 中 定义 
的 曲面 M 的 截面 曲率 (大 家 复习 一 下 大 学 教材 即 可 知 此 事 。 或 者 
将 此 事 看 做 后 面 的 命题 5 的 特殊 情形 )。 下 面 讲 点 这 个 例子 中 
Gauss-Kronecker 曲率 的 几何 意义 ， 现 在 假设 MM 是 可 定向 的 ， 那 
么 存在 一 个 定义 在 整个 M 上 的 单位 法 向 量 场 ( 见 下 面 的 习题 )， 记 
为 »。 这 就 使 我 们 能 定义 一 个 CPR TT: M 一 5S:: rle), 
称 为 高 斯 映射 。 于 是 下 列 式 子 就 差不多 是 同 语 反复 了 

dT(X) = A(X), VXE Ma, x€E M， 
令 Qo, 9 分 别 表 示 5:, M 的 体积 元 ,由 (11.13) 有 


CO, 一 det dT 一 高 斯 曲率 。 (3.7) 


(13.7) 表 明 高 斯 曲率 就 是 T*9。/0， 而 后 者 的 几何 意义 是 清楚 的 ， 
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此 时 若 假 定 M 有 正 的 高 斯 曲率 ,那么 高 斯 映射 了 就 是 一 个 温和 人 . 令 
8 是 人 上 的 标准 黎 曼 度量 , 则 可 给 M 以 新 的 黎 曼 度量 T*g,。。 4M 
是 紧 致 时 , T*g 是 完备 的 ,了 是 局 部 等 距 ,从 而 是 覆盖 有 映射 ($5 at 
理 9)。 由 于 SEMEN MIERDA, AREA : 
引 理 2 设 M 是 局 中 紧 致 曲面 ， 具有 正 的 高 斯 曲率 ， 那么 高 
斯 映射 T: M SERDAR. 
这 个 引 理 有 一 个 有 趣 的 推论 。 尼 ere ie 
| : 果 它 总 落 在 它 的 切 平 面 
的 一 侧 《 见 下 面 的 习题 
2)， 如 果 M 适 合 引 理 2 
的 假设 ， 那 么 M er 
的 .假若 不 然 ， 则 如 图 
13.3 所 示 ,存在 XE M, 
ISM 55 M+,Mz BA 
交 , 其 中 Mi, M; 是 由 
M :分隔 的 两 个 半 开 空 
间 , 且 使 得 v(x)€ ME, 
图 13.3 令 y,z 分 别 是 MN 站 M+， 
MQM; OREM, BHA, WAM, MsaDeRAF M: B 
v(x), Cy), v(x) 彼此 平行 ， 从 而 ir), rO), vy(z)} 至 少 是 5 
中 两 个 点 ,这 就 与 了 是 微分 同 胚 矛盾 ,于 是 便 有 : 
”推论 3 殿中 紧 致 正 曲 率 曲面 必 是 凸 曲面 . : 
引 理 2 与 推论 3 可 以 显然 推广 到 及 ”中超 曲 面 的 情形 , KAL 
此 方向 的 深远 结果 请 看 [S1]。 
sO. 设 M 是 某 定向 流 形 意 中 的 一 个 定向 超 曲 面 ; 试 证 M 上 存在 一 个 
整体 定义 的 单位 法 向 量 场 。 
“习题 2. 现在 假定 Jordan-Brouwer 分 隔 定理 ， 即 R” 中 紧 致 超 曲 面 必 将 
fR* 分 成 两 个 开 集 ,它们 有 公共 的 边界 并 且 输 是 这 个 超 曲 面 。 试 证 局 中 一 -个 
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紧 致 由 曲面 必 是 一 个 凸 开 集 的 边界 ( 凸 集 的 定义 见 第 111 页 ). 
33. EMER 中 的 超 曲面 , 并 且 在 原点 0 处 存在 一 个 R BR 
K, ERM FEES HARK f: R HM, BI 
M = {(x, (2) €@XRCR™: x EW}; 
tn Ko) = 0, df(0) = CME 0 点 切 于 mec RM), 令 


”一 Se (9), 


试 证 | 
D4(0) = —IL, 
现在 我 们 从 不 同 的 角度 来 看 第 二 基本 形式 .。 对 每 个 *e mM, 
定义 两 个 正 交 投 影 : 
T: M.->M,., l: M. -> ML 
令 D 是 M 上 诱导 度量 的 Levi-Civita 联络 , 按 惯 例 验证 得 
DxY = T(DxY), WX, YET (M) (13.8) 
( 见 $1, 习题 5)。 现 在 我 们 问 , L(CDxY ) 是 什么 呢 ? 
sim 沿用 上 面 的 记号 有 SCX, Y) 一 lxY), Ha A 
话说 ， 
SCX,Y) 一 Dry 一 DxyY，VYX,YE23F (CM), (13.9) 
证 明 对 于 任意 Z€ 多 (M)， 验 证 (13.9) 的 两 端 与 Z 的 内 积 
相等 ;对 于 任意 ye NCM) 也 做 同样 的 验证 .证 毕 。 
这 个 引 理 告诉 我 们 ,第 二 基本 形式 恰 是 两 个 Levi-Civita 联络 
D, 也 之 差 。 这 便 澄 清 了 $4 中 引进 的 全 测 地 子 流 形 的 概念 。 345| 
理 2 说:M 是 全 测 地 的 当 且 仅 当 它 的 第 二 基本 形式 恒 为 零 ( 现 在 你 
大 概 想 再 读 那 个 引 理 的 证 明 吧 ) .于 是 第 二 基本 形式 可 看 作 是 定量 
刻 划 与 全 测 地 的 差异 。$4 引 理 3 说 : 如 果 MM 是 全 测 地 的 ， 则 
K(P) = K(P) KRPPRER-—TMNW ER. K, KAA EM, ' 
MRK. BE ,我 们 可 以 期 户 
K =K 十 (第 二 基本 形式 的 函数 )， 


确切 叙述 如 下 ; 
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命题 5( 高 斯 方程 ) 对 于 X, Ye. CCM),， 有 
CRxyX, Y) = (RxyX, Y) — (S(X, X),SCY, Y)) 十 SCX)" 
Hp R, R 分 别 是 M, M 的 曲率 张 量 . 
Zit, 有 一 个 办 法 来 理解 高 斯 方 入. 对 于 X YE CCM)， 
我 们 已 经 确定 DY 的 两 个 分 量 L(DxY), T (DxY). 因此 自然 地 
要 确定 最 简单 的 二 阶 对 象 尼 xyZ 的 土 与 了 分 量 , 其 中 Ze .FSM). 
高 斯 方程 是 确定 《TRxyX, 了 ) 的 ,实际 上 高 斯 方程 的 证 明 方 法 可 
以 给 出 : 对 于 任意 的 X, Y,Z,WETF(M), 
(Raye 9 W > = (RxyZ, W} — (SCX, Z), SCY, wW) 
+ (SCY, Z), S(X,W)),- (13.10) 
这 就 确定 了 TRZ. (13.10) 中 当 Z =X, W 一 了 时 就 是 命题 
5 ,这 个 特别 情形 是 最 重要 的 ， 关于 男 一 个 分 量 KxyZ 的 计算 将 
引出 男 一 组 子 流 形 的 基本 方程 式 ， 称 为 Codazzi 方程 ( 见 后 面 的 
命题 13), 
命题 3 的 证 明 证 明 只 是 一 个 直接 的 计算 ,只 体 如 下 ， 
(RxyX, Y) = —(DxDyX, Y) + (DyDxX, Y) + (Dray Xs YY, 
—(DxDyX; Y) = —(Dx(DyX — SCX, Y))s Y) 
= 一 (DxDyX, Y) + (DxS(X, Y), YY 
= —(DxDyX, Y) 十 (SCX, DyX), Y) 
+ XSCX, Y), Y) — (SCX, Y), DY); 
注意 到 SCX, DyX), SCX, Y)E N(M) ik 
上 式 = —/D:D;X, Y) — CSC X, Y), BY) 
= —(DyDyX, Y) — (S(X,Y),DxY — SCX, Y)) 
«= —(9,DyX, Y) + (SCX, Y), SX, YY, 
类 似 地 有 | E 
(DyDxX, Y) = (DyDxX, Y) — (SCX, X), S(Y; Y)), | 
又 | 
(Dixy Xs Y) = (Dixy X, Y) (SCI X, YÍ, X); Y> 
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= (Dixy: Xs Y)s 
从 而 
(RyyX, YY = —(D:D,X, Y) + (DyDxX, Y) 
| + {DixyiX, Y) + (SCX, Y), SCX, Y)) 
"7 (SCX; X)» SCY, Y)). 

于 是 命题 得 证 . 

这 个 命题 有 一 系列 重要 的 应 用 . 

推论 6 (Egregium 定理 ) KHMER 中 的 曲面 , 则 族 的 截面 
曲率 等 于 M 的 Gauss-Kronecker 曲率 ， 

证 明 Ble, es} 是 M 的 局 部 么 正 标 架 场 ,于 是 从 定义 可 知 ; 

M 的 截面 曲率 = (Roeli ec:)， 
MJ Gauss-Kronecker 曲率 = det A 
= (SCers 61), Ser, €2)) 一 [SCers ca 有 

MR EPH, BI Raees e1) = 0, 从 而 推论 6 是 命题 5 的 特 
例 . 和 

推论 7 MEM heed, dimM—s—n+1; BAR 
关于 一 个 单位 法 向 量 场 的 第 二 基本 形式 . WE PEME x iti 
张 切 平面 , 令 Alp: PP ERA A: P>M, 之 后 再 做 向 P 的 正 
交 投 影 , 于 是 有 
K(P) = K(P) — det( Af e)» 
其 中 从, 分 别 表示 好 ，M 中 的 截面 曲率 。 

证 明 由 于 对 任意 XE€ T(M),# . 

S(X, X) = (A(X), X)», 

A an R Leis es} 是 PP 的 么 正 基 , 则 有 

[SC eis cz)|: 一 (SCers ei)s SC ez ce2)) = ‘Ale,), er)? 
一 (4(e)， es Aea)» e2) = 一 de Ale). 
从 而 由 会 5 可 推出 推论 7 ,证 毕 ， 
”推论 8 iy, sess Vaal E M: 的 么 正 基 ， 那 么 对 于 任意 
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X, Ye M z, 有 


(RxyX, Y) = (RxyX,Y) + >) (X, YY 


Tx, X,Y, Y). 


推论 9(Synge 引 理 ) MASK M HMR, WAR 
于 任意 平面 P, 它 切 于 M 并 且 包 含 7, 就 有 
K(P) < K(P), | 
TA RPE O 与 了 张 成 的 平面 ， 令 其 一 7 六 代 人 命题 
5。 因 为 7 是 全 测 地 的 , 故 5(7, 7) 一 0, 从 而 推论 9 BE. 
推论 10 e 中 让 纹 面 ( 单 参数 直线 族 ) 有 非 正 的 高 斯 曲率 . 
推论 11 MEM hihi, A) dim M 一 2, 又 设 M 包 含 一 条 
M 的 测 地 线 7, BBA 
K(M rn) = RUM), 
成 立 当 且 仅 当 Mro MBB yr BA. 
| 证 明 我们 可 以 假定 7 是 正规 测 地 线 。 设 XORM PMY 
同 量 场 并 处 处 垂直 于 7, 于 是 由 SG7, 7) 一 0 及 命题 5 得 
| | KCM x) = KC Mra) + [SCG XODI 
这 样 一 来 ,我 们 可 写 出 下 列 推演 : 
天 (Mo ) 一 KCM 0)), We 
<> S( Ce, X(4))=0, Ve 
> Diy X — DiX = 0, We, 
由 于 7 在 对 中 平行 , XLT, 所 以 和 在 M 中 也 是 平行 的 ,从 而 
DrX — Den = 0, Vi 
L> Din =0, W | . 
E> Dj = 0, Diu CE) = 0, Yz 
<=> (XC), 76)} RRI Mro Æ M pA 7 平行， 
推论 12 WMEBRS He, xe M, > {x'} FERS x AYRE 
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标 ， 又 设 P 是 由 上 号 0), (O 张 成 的 平面 ,57 是 曲面 
(r? mm e.. m x = 0}, 
AP 的 截面 曲率 等 于 具有 诱导 度量 的 乡 在 0 点 的 高 斯 沽 率 . 

证 明 hF {xi} 在 0 点 的 正则 性 ( 即 x*(0) 一 0) 以 及 (12.1)， 
TS 在 0 点 的 第 二 基本 形式 为 零 。 再 由 命题 5 即 可 推出 欲 证 
的 结果 . , 

Bit. 正如 第 41 页 说 过 的 ， 这 里 的 推论 12 事实 上 就 是 黎 里 
当年 对 切 于 MM 的 平面 的 截面 曲率 的 定义 ， 

现在 我 们 着 手 做 Codazzi 方程 (或 称 Codazzi-Mainardi 方 
程 ), 它 是 计算 LRxyZ(X, Y, Ze 3 (MI)) 的 结果 .这 只 是 形式 上 
来 解释 Codazzi HE. 同样 要 谈 到 的 是 ， 这 些 方程 之 重要 性 在 
于 它们 是 某 过 定 方程 组 的 最 后 一 批 可 积 条 件 ， 这 里 的 过 定 方 程 组 
是 由 下 列 问题 提出 的 : 当 给 定 第 二 基本 形式 后 ， 一 个 黎 曼 流 形 能 
否 等 距 幅 入 到 某 个 高 一 维 的 流 形 。 更 确切 的 讨论 见 定理 15. 

命题 13 (Codazzi FH) 如 果 XL,Y,Z€T7(M),R SR 
分 别 是 M, M MLR GK BBA 

LRxyZ = { LDSCX, Z) 一 SCDyX, Z) — SCX, DyZ)} 

—{1DxSCY, Z) — SCDxY, Z) 
= — SCY, DxZ)}, 

它 的 证 明 与 命题 5 的 相似 ,完全 是 计算 .就 任 它 的 长 相 ，Cod- 
azzi 方程 太 复杂 了 以 致 不 能 大 量 应 用 . 尽 "+: 中 超 曲面 的 那个 原始 
的 Codazzi 方程 却 是 干净 多 了 , 现 叙 述 如 下 : 

命题 14 假设 闻 是 常 曲率 空间 ，M 是 M 中 的 超 曲面 ， 那 么 
(DxII)(Y,Z) 对 变量 X,Y,Z BRA, HH X,Y,ZET(M), 

证 明 因为 CY, Z) 对 于 Y, Z 是 对 称 的 ， 故 只 须 证 明 
(DylI)(X, Z) = (DxlI)(Y, Z). 
取 定 M 上 一 个 单位 法 向 量 场 六 由 定义 知 开 一 II,, 于 是 
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O SX, Z) = HX, Zw, WX,Z€F(M), 
所 以 _ | ~ 
| LBSCX, Z) = L {CYICX, Z)v + CX, 2)D,v} 
— (YIICX, Z), 
另 一 方面 ， 如 果 逆 有 常 截面 曲率 c, 那 么 
ReyZ = (KX, DY — CY, ZX} 
( 见 $5 引 理 11), 所 以 如 果 X,Y,Ze Z(M), i RxyZ E 7 (M), 


Bj i 
| | RxyZ 0, 


TPIA BAY IT ARTUA TE BE 
0 一 {YIICX, Z) — II(DyX, Z) — IX, DyZ)} 
— {XHCY, Z) — II(DxY, Z) — ICY, DxZ)} 
= (DyII)(X, Z) — (DxlI)CY, 2). | 
证 毕 . | 
我 们 现在 描述 高 斯 ，Codazzi 方程 的 一 个 基本 应 用 ， 即 导出 
给 定 第 二 基本 形式 的 超 曲 面 的 存在 唯一 性 。 首 先 我 们 处 理 唯一 性 
部 分 .因为 第 二 基本 形式 产生 于 讨论 子 流 形 M 在 M 中 的 无 穷 小 
形状 ， 所 以 就 能 期 望 、 两 个 等 距 并 具有 相同 的 第 二 基本 形式 的 超 
曲面 有 相同 的 形状 ， 为 简化 事情 ,只 考虑 
M = Rett 
定理 15 AM, M ER 中 两 个 超 曲 面 ,其 上 分 别 选 定单 
位 法 向 量 场 wy, 设 p: M -> M' 是 一 个 等 距 同 构 且 使 得 M, M 
上 的 第 二 基本 形式 UW 满足 | 
ICX, Y) = II'Cd@(X), dg(Y)), WX, YE TCM), 
WMS M 是 合同 的 , 即 存在 一 修志 有 距 同 构 2: Re 一 Re 使 得 
Diu 一 p. 
证 明 国定 s M, ie {y's … y") FEM 由 附近 的 坐标 


PR. SY: = Br ， 我 们 有 基本 方程 : 
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人 = Dy.Y; — II(Y;, Y;)v, 
Dy,» = ACY;), 
( 见 (13.9) 与 (13.2))。 我 们 将 会 看 出 : HE tos (Cm) 5 M P 
EJE Yi Cta), ttes Y.(xzo)) 之 后 ， (13.11) 导致 在 Ret ch x, 的 其 个 
邻 域内 完全 决定 M .为 此 我 们 把 Yiyp 看 成 一 些 函 数 ，M -一 R, 
想 想 D 人 恰 是 方向 导数 , 故 有 

Ov 


Oy’ Oy?” 


Vis j (13.11) 


2 | 

Dy Y;= X TEY UCY;,¥) = hy, ACY) = >) al Yj. 

. a i 
ARIES, CACY;), Yi) = IICY;, Y;) & 
| a; 一 >, orth, 
| k 

于 是 (13.11) 变 为 a 
“lt = TiY 一 hij ? 
Ay’ 之 oe 


Ov => = (ghi)Y i, 
Oy’ jok 


MaRS BABI n + 个 方程 ,而 未 知 量 只 有 # 十 1 个 ， 
它们 是 {Y,, ‘YY ,9). 对 于 Xo 附近 的 点 x, © Y EMRE 
为 至 二 的 曲线 (YCM, 700) = m, 711) =x), 于 是 可 将 
(13.12) 限制 在 Y 上 得 到 一 个 常 微 分 方程 组 。 确 切 地 说 , 记 

YA) = YY), vt) = rA), 
那么 从 (13.12) 得 


i = 之 (Thov)7'Y, 一 之 (hisor Yip, 


(13.12) 


or | 5 (gtioy)Chjor YY 
fof sk 
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FEMS E gus hutt, (Y), e, YC), o) 完全 由 初 值 
{Y,(x0), coreg Y, (2%) > v(x) } 次 定 。 令 
F= x|u, Wis 
其 中 (xt, eee, rti) 是 Rt RERA, TE 
| of a _ (af att) 9 
"= 
XH f= Cf, +++ PREME RO 中 的 自然 柑 人 映射 。 因此 
知道 1Y;} 就 意味 着 知道 
OF 
Oy?” 
另外 又 已 知 Cr) 一 ,从 而 给 出 f 在 xo 的 一 个 邻 域内 的 值 
现在 就 来 完成 定理 的 证 明 ， 设 x € M , p(xo) = Xo, 令 
p: Re+ Rt 
是 Rt 中 的 等 距 同 构 ,使 得 
|, mdp: Me 一 Ma 
”于 是 上 面 的 论证 表明 gly 一 p。 这 是 因为 OM) SM’ nH 
其 邻 域 内 都 满足 相同 的 方程 (13.12) 并 且 具 有 相同 的 初 值 所 致 . 证 
毕 . | | | : 
由 上 面 的 论证 可 知 ,如 果 我 们 能 解 (13.12), 那 么 我 们 也 就 可 能 
证 明 一 个 存在 性 定理 : 存在 唯一 的 超 曲面 具有 给 定 的 黎 曼 度量 和 
第 二 基本 形式 .可 是 (13.12) 不 总 是 可 解 的 ,因为 它 等 价 于 (13.11)， 
而 (13.11) 中 的 I1(Y,, Y;) 满足 高 斯 ，Codazzi HR. 
0 = (Ry; Yis Y — IICYis YOICY;, Yr) 
+ IICY;, YIICY,, Y), (13.13) 
(Dy,ID(Y;, Ya) = (D; 11X(Y;, Ya), 
RRMA SRR. 显然 (13.13) Æ (13.11) (因而 也 是 
(13.12)) 可 解 的 必要 条 件 。 更 有 其 者 ,他 们 原来 也 是 充分 条 件 , 即 
〈13.13) 正 是 过 定 方程 组 (13,11) 的 可 积 条 件 ，( 从 这 个 角度 看 ， 你 
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就 应 该 知道 : 微分 (13.11) 就 可 得 (13.13)， Re 中 曲面 的 经 典 的 高 
斯 ，Codazzi 方程 正 是 这 样 发 现 的 , ) 这 就 提醒 我 们 立刻 想到 Fro- 
benius 定理 ,因为 Frobenius 定理 恰恰 处 理 线性 一 阶 过 定 偏 微分 
方程 组 . 在 LKN, I) 第 47 至 51 页 中 证 明 这 个 超 曲面 的 存在 定 
理 但 没 提 到 Frobenius 定理 ， 实 际 上 证 明 的 过 程 只 是 重 证 一 次 
Frobenius 定理 里 了 .在 [S8,1V] 第 61 至 70 页 中 (同样 [BC], 
$10.8) Frobenius 定理 倒是 明明 白白 地 讲 了 出 来 。 这 样 做 是 要 增 
加 一 些 负担 的 , 即 要 用 闭 的 微分 理想 来 重 述 每 一 件 事 , 那 是 因为 近 
代 陈 述 和 证 明 Frobenius 定理 时 都 是 这 样 的 。 下 面 确 切 地 叙述 超 
曲面 的 存在 定理 . 

o 超 曲 面 的 存在 定理 ”给 定 一 个 4 维 黎 曼 流 形 及 其 上 一 个 对 称 
张 量 1, 它 满足 (13.13) ,那么 M 可 以 局 部 等 距 嵌 人 到 Ret 中 去 ,使 
得 相对 于 它 的 某 一 单位 法 向 量 场 的 第 二 基本 形式 恰 是 I 此 外 这 
个 嵌入 在 差 一 个 整体 等 距 同 构 p: Ret > RO 下 是 唯一 的 ， 

这 个 定理 容易 推广 ， 可 以 用 有 十 1 维 的 黎 曼 流 形 衣 代替 
Rn+!， 当 然 这 时 要 相应 地 修改 (13.13)。 此 外 也 可 以 讨论 高 余 维 
的 情形 ， 这 时 还 有 另外 的 可 积 条 件 要 加 到 (13.13) 中 去 ， 它 们 是 
Ricci 方程 ,是 来 自考 虑 上 Rxy> 这 一 项 的 , 其 中 X,Y € T(M), 
ve NCM). KAP. (S8,1V] 第 64 至 74 页 ,或 [T11 
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$ 14 ”体积 的 变 分 和 极 小 子 流 形 


本 节 参 考 文献 

[S8, IV], 416 页 至 第 424 TH, 第 513 页 至 第 539 Til. 
[L12]， 第 一 章 , 8§ 1,2,8， 

[C5], §§ 2, 8, 


在 这 一 节 中 ,我 们 考虑 测 地 线 的 高 维 推广 ， 全 测 地 子 流 形 是 
候选 的 一 类 ,但 除了 对 一 维 ( 即 测 地 线 本 身 ) 外 ,它们 几乎 是 决 不 存 
在 的 。 转 而 如 我 们 以 $ 6 的 引 理 1 作为 我 们 的 出 发 点 ， 把 寻找 曲 
线 上 弧 长 函数 的 临界 点 换 成 寻找 固定 维 数 《 的 子 流 形 上 体积 函数 
的 临界 点 。 于 是 我 们 就 得 到 了 非常 自然 的 推广 。 它 们 是 大 维 极 小 
FRH. 


形式 上 , 在 黎 曼 流 形 M 中 给 定 了 一 个 具有 边界 的 温和 的 紧 至 
TAE 


j: M —>M(dimM =n <3 = dim fi), 
M 的 正常 变 分 {M} Æ— 
C” hat F: M Xx[0, e] 一 MM， 
使 得 如 果 f(x) = F(x, 1), 并 
iT M: Hf M 一 MM 的 像 (图 
14.1), Wa 

(1) fp = f; 

(2) filom = flaw, Yt, 

(3) 每 一 个 h: M > ME 


下 面 的 讨论 需要 用 在 $ 1 末 所 浊 及 的 映射 上 的 向 量 场 及 诱导 联络 
的 概念 ， 设 三 是 在 (0, ©] 上 的 标准 向 量 场 ,于 是 沿 给 定 漫 入 f: 
M 一 入 的 变 分 向 量 场 W 力 是 对 每 一 点 x < MIRE Me ha — A 
向 量 dF (A) |). 体积 V(M,) 是 指 M 关 于 度量 六 8 的 体积 ， 这 


HEMMER. OVO =V(M,). 4V = 0 时 ,我 们 称 M 关 
于 {M} EMBE (stationary) (或 更 精确 地 ,浸入 f: MOMS 
稳 态 的 )。 MÆ M 的 任意 温和 信子 流 形 , 如 对 M 中 每 一 个 具有 C” 
边界 OD 的 定向 紧 致 子 区 域 D, D 关 于 每 一 个 正常 变 分 是 稳 态 的 ， 
则 称 M 为 粮 小 。 我 们 将 在 本 节 末 的 引 理 9 中 证 明 ， 至 少 对 Re 中 
的 超 曲 面 来 说 ,“ 极 小 ”一 词 的 用 法 是 妥当 的 ， 

引 理 1 BATHE: MM 是 极 小 的 充 要 条 件 是 其 平均 / 
曲率 恒 为 零 . 

对 这 个 命题 需要 作 一 些 解释 ， 先 假设 f 是 一 个 嵌入 ， 于 是 我 
们 把 M 与 7(M) 恒 同 。 在 此 情形 下 ，M CM 的 平均 曲率 法 向 量 
场 1 被 定 为 M 的 第 二 基本 形式 的 迹 ， 详 细 地 说 ,如 {E-e Ey} 
是 M 上 的 一 组 局 部 的 标 架 场 , 则 


n= 一 上 >) DE, (14.1) 
一] 


这 里 我 们 已 利用 了 上 一 节 中 的 记号 约定 : D，D 分 别 是 M 和 谣 的 | 
Levi-Civita 联络 , 且 对 每 一 点 x€ M ， 正 交 投 影 用 

1: M,— Mi, 

T: M,—>M. 
来 表示 ， 如 果 fi M>M 仅仅 是 一 个 漫 入 ， 于 是 对 每 一 个 充分 小 
的 邻 域 CCM, fle 是 一 个 嵌入 ， 因 此 在 入 上 ,7 是 有 意义 
的 。 可 定义 7 为 1 上 的 向 量 场 ， 使 9(x)€ M#o。 称 3 为 M 在 闻 
中 的 平均 曲率 法 向 量 场 . M 的 平均 曲率 正好 是 |i、 
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引 理 1 是 下 面 蝎 精确 的 命题 的 直接 推论 。 
命题 2( 体 积 的 第 一 变 分 ) 设 M 是 温和 在 好 中 的 一 个 具 洛 
边界 的 定向 紧 致 流 形 , 且 设 {M,} 为 M 的 一 个 正常 变 分 ,于 是 


ai -| (n, WY do, 


此 处 dV 是 M 上 的 标准 测度 ,W 是 {M,} ESE, H^ ËM 
在 放 中 的 平均 曲率 法 向 量 场 . 

证 明 令 9， FEM EBER fg 的 体积 元 ,此 处 fa: M — M. 我 
们 将 证 明 


dt Q, | =0 =z (divT W )Q, 十 (n, W Qo. (14.2) 


首先 注意 上 式 左 边 是 有 意义 的 ;在 每 点 FEM, th 9,(x) 是 在 
有 限 维 向 量 空间 AM, 中 的 一 条 C” HR, 于 是 求 导数 是 有 意义 
的 。 进 而 有 


o f d 
vo = 2 a| f o= [a Os 


上 式 最 后 一 个 等 式 是 利用 了 在 通常 微 积分 中 诸如 含 参 变量 积分 的 

微分 及 C 的 单位 分 解 把 M 上 的 积分 化 为 在 坐标 邻 域 中 的 积分 的 

事实 ， 于 是 由 (14.2) 及 $ 11 中 的 Green ER, 再 注意 到 对 每 一 
小 正常 变 分 有 W |ou = 0, fis RARE A EFS. 

现在 我 们 在 点 x《 M 处 证 朋 (14.2) 式 . 设 {x} ex AB 

的 坐标 函数 , 且 令 

Q, =y Gid eN- Nda", 

如 通常 那样 , 记 

| fz = 之 ， Car d xd x’, 


则 G, = detl(g),]. HB r= ，),。 则 由 在 #4- 向量 上 内 积 
的 定义 ( 见 $ 11) 可 得 到 . 
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a ð 8 / 
一 .人 -CC .CA 人 .. 14.3 
G, Gh i “A 作 Ox?” Ox Nosh Ax” | ( ) 


因为 f: M 一 位 是 一 个 漫 人 , 它 在 x s AER W HET 
入 ,我们 可 把 5 tO) 便 同 ,于 是 4 . > 正好 是 在 KG ) 上 


诱导 的 度量 。 所 以 | SATE F(Z | Jar ede Mi 
Levi-Civita 联络 ,于 是 


d mm tA... 和. 
Tile ™ (Elm VG) = Ne Ada O48) 
利用 (14.3) 式 得 出 
d G. = l- [DÐ (OA,..A 人 AQ 
dz Vom a (Ow (En Noy ? 
ô ð 
aA Na) 
Aw rR Tw ae BCR) 
0... 9 ð 0 0 
Dy 5 入 Nae are Ac ADe 3 wh: “Aas 
一 e D 0 
=- 2055! AD 2 WK Na 
一 OA... AE 9 
> ant 人 人 : AD 。r 人 \ Nan 
O AAP E: 
+2 a AD a »A Be" 
m {tr (X b> Dxr ) + tr (XE Drv)} 
a 2. 
aA Nae 


= (dive + tr Ap) 2 A> A2 


Ax*” 
再 连同 (14. 4) 及 (13.4) 后 ,我 们 就 入 到 了 《 (14.2) XX. TERR. 
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这 个 命题 有 几 个 有 兴趣 的 推论 . 很 设 M 是 站 中 的 一 个 漫 人 
超 曲 面 ， 因为 M 的 平均 曲率 正好 是 主 曲 率 之 和 ,于 是 

推论 3 超 曲 面 是 极 小 子 流 形 的 充 要 条 件 是 它 在 每 点 处 的 主 
曲率 之 和 为 零 。 

推论 4 非 正 截 面 曲率 流 形 的 极 小 子 流 形 具 有 非 正 的 Ricci 
曲率 。 | 

证 明 设 M 是 并 的 一 个 浸 人 极 小 子 流 形 。 > R, Ric 分 别 为 
M 的 曲率 和 Ricci 曲率 , R, Ric 分 别 为 M WMR Ricci HER, 
给 定 xeM, 令 & 是 对 .中 的 一 个 单位 向 量 ,我 们 要 证 明 

Ric (X, X) <0, 

W {eisten eo} 为 M, 的 一 组 么 正 基 ,使 得 e, am X, 由 Gauss 
方程 可 得 

Ric (X, X) = Ric Ce, 6) = >) (Recess ei) 


=a > (Rese ei) + >, CS(e,, ei); Skei, €:)) 
T > Sei, ef. 


因为 3 = 0 等 价 于 之 Sle ci) = 0, 所 以 上 式 第 二 行 中 的 第 二 


个 和 式 为 零 , 于 是 Ric (X, X)<0, EK, 

推论 5“ 在 非 正 截面 曲率 的 单 连 通 完备 流 形 MEK EER 
致 的 极 小 子 流 形 . 

TR AMEMMEARMT RE. Be OE 放 一 M, H 
设 P 为 从 OO 出 发 到 M 中 各 点 距离 。 假设 p 在 me M 处 达到 最 大 
值 ,由 $6 的 定理 3 得 到 Dien) > 0 (D % M HY Levi-Civita 
联络 )。 令 {ette en} 为 Ms 的 一 组 么 正 基 , 且 对 每 一 六 > T: 
[0, e] 一 M 是 M 的 使 得 7,00) = e; 的 测 地 线 ,于 是 对 每 一 个 i, 


2 ~ 
0 <D'ple, ¢;) = p Yi(W)) | wo 一 (Diio7i)o， 
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因为 oe(7i(w)) £4 =0 处 达到 最 大 ,所 以 二 阶 导数 项 和 0. 进而 ， 
由 $13 AY (13.9) 可 得 | 
一 Ds coi = S(ei, ¢;) — Diot = S(e;, e), (14.5) 
Fe SAIS : 作 和 后 就 有 
0 < > S(ei, ci)p 一 nt Xo ) Ps 

这 里 ? 是 M 上 的 平均 曲率 法 向 量 场 ， 因 此 7 在 不 能 为 零 ， 所 以 MM 
不 是 极 小 的 ， 证 毕 . | 

还 有 另 一 种 证 法 , 它 本 身 也 具有 独立 的 兴趣 .给 定 f: MR. 
RIZE AGI) 与 Dy 联系 起 来 ， 这 里 AEM 上 的 Laplace 算 
T, DEM 上 的 Levi-Civita 联络 ， 设 xEM， HS fe) EM, 
的 一 组 么 正 基 . 对 每 一 个 i, 设 5: [0, e] > M 是 M 中 的 测 地 线 ， 
使 得 (0) = Ci, 于 是 


Alfin) = tD f = SD’ fleis ei) 
=n 2 -一 f(C;( 6) ) | mo -一 (De obf 


d? 
一 2 Ts FEC) ) eee (14.6) 
这 里 了 是 NM 上 的 Levi-Civita 联络 。 男 一 方面 ,由 (14.5) 有 
DI Die, es) ~ D S U) ewe — SS Diot) 


-5 < HED amo = DSC, efs 
于 是 | 
Alf) = >) DFE: E) + nf. (14.7) 


此 处 {E,,.…, Ee} 是 M 中 任何 的 局 部 标 架 场 , 1 是 平均 曲率 法 向 
Ei. AR, MME), BOY > OGRE Mb RPE) 时 ， 
有 AUi) > 0 (FER flu 是 严格 次 调和 的 )。 在 推论 5 的 假设 
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下 , AMERS, Wh, ESj =p. Wolu E reM 处 达到 它 
的 最 大 值 , 则 AC lw) (xo) <0 (L C46), AE Be > 0, 所 以 
ACe'|y) > 0 处 处 成 立 ,因而 产生 矛盾 ， 
极 小 子 流 形 的 更 深入 的 研究 依赖 于 偏 微 分 方程 的 深入 的 结 
果 , 这 是 因为 与 测 地 线 是 非 线性 常 微 分 方程 组 的 解 相 类 似 , 极 小 子 
MOE AER HAD RROD RADE. HERR, ee: 
M—>M4—-B)BA, BBA: -. RAH. 换言之 ， 
相对 于 M 中 的 坐标 系 (ees y) BM BRR {z +02", 
a 之 a 
>») gydyidy 及 之 Zag d x? d x? 
局 部 地 为 M E M 上 的 度量 , 则 


af oF 
j m= Pe | Tm 14.8 
Rij > å Eag By: Oy ( ) 


因为 M 是 极 小 ， 所 以 对 M 中 每 一 个 么 正 基 , 有 > Sle, e) = 0， 
或 等 价 地 ， 


如 通常 一 样 , 设 D giga 一 0%, A SCX, Y) = DxY — ByX 
(UL $13 的 引 理 6), 我们 得 到 


> Do DD = 0 (14.9) 
id ij dy? 
ð Of 6 
现在 -一 一 一， 且 议 
IL EE Oy’ 之 Oy’ Ox" H 
ð k oO ~ “ry 0 
D = PD Viz aR aB AY? 
oi Oyi 2, Oy* 多 2- Ox 之 “Ox” 
于 是 (14.9) 成 为 
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our fs g) 
9 上 i OFF fr 
Res ak L Ox? i Oy’ Oy! ab Ox” 


girs OF 8 o, (14.10) 
y . 
因此 对 每 一 p= 1,.…, a, RA 
;1 Of? Of Off xs _ Of pa 
pa 4 ðy'ðy De 8 (56 Cy! Lar — Oy* i ‘)- D 
再 考虑 到 (14.8) 及 
t i ! Ogi Og; Og; 
hm De (Be + ay aye) 
我 们 看 到 (14.10) 是 一 个 所 线性 的 椭圆 型 方程 组 (对 作为 最 高 项 
的 二 阶 项 来 说 是 线性 的 ), 如 果 f: M 一 前 是 黎 曼 流 形 间 的 一 个 极 
NEA IAR Cf +++. P 三 f 必 适合 上 述 方 程 组 . 
当 M 是 Rt’ 中 的 一 个 极 小 图 象 时 (有 即 由 函数 人 一 Rt 
(H ECR) 的 图 象 所 表 出 的 一 个 极 小 子 流 形 ), (14.10) 可 大 大 简 
化 。 这 时 我 们 可 取 {2°} 为 Rete 中 的 标准 坐标 系 , BTS. 三 0. 
进而 


f = (y', woe, y’, fd), ta PO). 
FH = 1,---, nif, (14.10) 化 为 


D giTh =0, Yk=l, e,n, (14.11) 
fei 


i P=n+ 1,- ree F ARY, (14.10) 化 为 


aie e ayay 55 24 aye TH) 


VA =n+ l,e ntk, 


H (14.11) 知 ,第 二 项 为 零 、 于 是 ,为 了 使 图 象 
y> (PG), e, PHO) (ye RY) 
为 RON! 中 的 一 个 极 小 子 流 形 的 充 要 条 件 是 


e 2497 


644 | 7 
Di 8 Sag Oe Amat deh (14.12) 
bef 


这 里 [8”] 是 年 阵 Lgl ROR, gi 一 六 十 > se a. 


在 极 小 图 象 MCR 的 情形 下 , M = {0', 3,10) F 


程 组 (14.12) 成 了 一 个 方程 。 我 们 可 以 把 EWA 出 来 。 设 
G = det giz), 这 里 


of of Of 
4 l+ (5A ) Oy! dy? 
teas T ,|? 
ar By 1+ (By) 
于 是 
ii l T (ay) g ay ay 
Le?) = G af Of JEG 
— ay ay + (By) 
办 此 , 极 小 曲面 的 方程 是 / 
ED 
+ (1+ ln) cane 7 
2 


a |-。 
tai t oY (点 2 

Vy + (让 + L) 
这 个 方程 是 馈 Lagrange 发 现 的 . 


现在 我 们 来 求 体积 的 第 二 变 分 。 设 {M,} ERATE M pih 
具有 边界 的 紧 致 流 形 的 一 个 正常 变 分 , Hi Ve) 一 VCM,)。 如 


© 250 > 


在 测 地 线 情形 那样 ， 只 要 有 VO 一 0， 我 们 就 去 进一步 计算 
Vo). 考虑 到 命题 2 中 变 分 向 量 场 到 的 切 向 分 量 TW 对 体积 
的 第 一 变 分 没有 贡献 ,我 们 能 将 计算 简化 , 于 是 从 现在 起 , 我 们 假 
设 {M} 是 法 向 正常 变 分 , 即 W LMJ 这 里 f: M 一 好 是 所 给 
定 的 漫 人 。 为 了 叙述 第 二 变 分 ,我 们 还 需要 少量 新 的 概念 ， 


设 ANM) 为 M 的 法 从 (a U Mt), HEA X ETM), 


定义 映射 Vx: M(M)> NM) 为 
| Vv = | Dx», | 

这 里 五 为 站 中 的 Levi-Civita 联络 。 AJ RE VR ARAM 
ARE: SFM 上 的 函数 f,g 以 及 X,YET(M), vue 
NM) . 

(1) Vixtey = IVx +g Vy; 

(2) Vilfv) = (Xf)v + f Var; 

(3) Vx(v + u) = Vxv + Vru. 
PUTER V AEM AKA NM) 上 的 诱导 联络 。 TEMA V, 我 
们 能 以 类 似 的 方式 定义 立 的 Laplace MF: 


Ay = > try’ v = S Ve Ves ~ v, Yve N(M), 
jf . 


ft De fi i 
XH (En, En} 是 M 中 的 任何 么 正 标 架 场 ， 
第 二 个 新 的 概念 是 N(M) Ricci 张 量 Ric, 定义 


Ric: WY(M)—> NM) 
为 


Reo) = D Re ，vne_A(M)， 
这 里 {81,…， Ee) 是 M 中 的 任何 标 架 场 , 且 旬 是 许 的 曲率 张 量 . 


最 后 , 对 每 一 v€ .NH(M )， 我 们 有 第 二 基本 形式 , CERM 
sE M 给 出 了 一 个 对 称 变换 4,: Me OM. A WATE RIAL 
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定义 为 
lA pP = 25 (Asle), e, (14.13) 


这 里 {eee eo} 是 M。 的 任何 么 正 基 。 由 4。 的 定义 知道 
|A P = 23 (SCE, e;,), v”, 


V<reM, YM. 中 的 么 正 基 Leste, ex}. 

MEGS RRS: M:-QM: > Me PRE, WS MP—>M,. Q 

M, 使 得 : | / : 

CSN VU SW) Thr, SV,W)), Vee Mi, WV, WEM.. 

于 是 由 线性 代数 可 得 出 ; 

|A,|? = ($05)(»y), v), (14.14) 

命题 6 (体积 的 第 二 变 分 ) 设 M 是 极 小 地 浸 和 人 他 中 的 一 个 

具有 边界 的 定向 紧 致 流 形 。f: M— M, Ae {M,} 为 M 的 法 向 正 
常 变 分 ,其 变 分 向 量 场 为 ENH(M),， VG 一 VCM,)。 则 
7Z (0) = | 《一 Avy 一 Ric (v) — (SoS*)(v), vdy. 


我 们 将 给 出 证 明 的 主要 思想 。 命题 2 已 给 出 了 7V'(0) 的 公 
式 , 但 在 那里 上 = 0 附近 没有 具体 给 值 ,事实 上 我 们 可 以 得 到 公式 
一 | bs 20, 


这 里 六 是 有 (M ) COM 的 平均 曲率 法 向 量 场 ,v, EE LM) 上 的 
变 分 向 量 场 , 80, 是 f.(M ) 上 诱导 度量 的 体积 元 。 于 是 如 命题 2 证 
明 中 的 第 一 部 分 那样 ,可 得 到 


7 (0) = | 4 0 (ss v,)Q, 


~ | Dm, »)9 
十 | (ns DvO + (ns v) 4 os 
M d z| sso 
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这 里 = p, v= 20 及 0 一 Qo。 因 为 M 为 极 小 ,9 一 0, 所 以 最 
后 一 个 积分 为 零 。 而 直接 的 计算 表明 

(Dan, v) = — (Av + Ric(y) + (SoS')(v), v) +f, 
这 里 了 是 M 上 的 某 个 满足 | ,10 一 的 函数 。 详细 的 证 明 可 在 
[L2] 的 第 49 至 50 页 中 找到 。 因为 证 明 的 细节 对 以 下 的 讨论 不 
起 重大 的 作用 , 故 从 上 略 ， 

从 V”(0) 的 公式 中 的 被 积 项 可 引出 方程 

Av 十 Ric(v) 十 (SoS*)(v) = 0, Wve N(M). 

它 类 似 于 测 地 线 的 Jacobi 方程 ， 我 们 可 进一步 定义 极 小 子 流 形 
的 指标 形式 ,并 得 出 类 似 的 Morse 指数 定理 ， 可 参看 [$7]， 

命题 6 的 一 个 重要 的 特殊 情形 是 M 为 条 中 的 极 小 超 曲面 
假设 闻 是 可 定向 的 ， 于 是 存在 着 M 在 经 中 的 一 个 单位 法 向 量 场 
N, NE NH(M), BIN| 一 1, 因此 我 们 能 把 变 分 向 量 场 » 表示 为 

y = yN, 
这 里 u: Mo R, “| eu=0, YE REIKI F ,对 任何 X 有 VIN = 
0, 这 是 因为 
(VxN, N) = (DxN, N) 一 Sk, N) 一 一 X .1 一 0 
于 是 
Av 一 5 E:E;u T (Dz;E:)u} N = (Au)N, 

其 中 A =trD 是 M 对 函数 的 通常 的 Laplace B+, 

(Ric(v), v) = w X) (RicawEi。N) = #Ric(N, N), 


i=tł 


最 后 H (14.14), (14.13) 可 得 
((SoS*)(v), v) om y? >, (Ay(e;), ¢;)*. 
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在 4 13 例 1 的 记号 下 ,我 们 把 An 记 为 A, FERR ps po 为 
M CA 的 主 曲率 , 则 | 


JA) = 之 CORDE Sa (14.15) 
总 括 起 来 , 现 现在 就 得 到 了 了 "(0) 的 公式 为 o 
y’ wW- f, {— unAn — #(Ric(N,N) + |Al*)}d 0, (14.16) 


设 允 是 漫 人 在 得 中 的 极 小 子 流 形 。 如 对 M 中 每 一 个 具有 C” 
边界 OD 的 可 定向 紧 致 子 域 D, 它 的 每 一 个 法 向 正常 变 分 具有 非 
负 的 体积 第 二 变 分 , Hmn 尽 多 定 的 。 对 大 多 数 应 用 来 说 , M, M 
是 可 定向 的 ,所 以 DD 的 可 定向 性 是 自动 成 立 的 。 于 是 ,一 个 稳定 的 
极 小 子 流 形 是 这 样 的 子 流 形 ， 即 对 所 有 具有 紧 致 支 集 的 法 癌 正 常 
变 分 ， 它 有 非 负 的 体积 第 二 变 分 。 设 轩 为 检 的 一 个 极 小 子 流 形 ， 
在 M 中 任意 给 定 一 个 具有 C” 边界 OD ORR FMD, 如 果 放 中 
任何 其 他 的 C° FIRED, 只 要 它 的 边界 ôD 一 OD, 总 有 

V(D) > V(D), 
则 称 此 极 小 子 流 形 是 (整体 ) 极 小 化 的 ， 显 然 一 个 极 小 化 的 极 小 子 
流 形 是 稳定 的 . 

命题 7 设 M, 计 为 可 定向 的 。 设 M 是 极 小 地 浸 和 人 在 闻 中 的 
超 曲 面 ， 则 M 为 稳定 的 充 要 条 件 是 : 对 任何 具有 紧 致 支 集 的 C” 
A u: M >R, 


J wRICCN, N) 十 4Ppdo< | du sdo. 


其 中 Ric = Ñ 上 的 Ricci 张 量 ; N 一 M 上 的 一 个 单位 法 向 量 
场 ; 4 一 M 关于 人 的 第 二 基本 形式 . | 
证 明 这 可 立刻 从 (14.16) 及 


| dude = | du\ *du= «du, du) 
M | M 


= du, du) = -- | CuAu)dv 
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得 出 ,这 里 我 们 已 利用 了 (12.9) , 因为 对 图 数 来 说 ,A = dd + od 
与 A 二 trD’ 相差 一 个 符号 , 见 (12.13) BY. ER. 

现在 我 们 给 出 命题 7 的 一 个 应 用 ， 它 是 由 R. Schoen 和 5S. 
T. Yau CW [SY1]) AHA. | 

定理 8(Schoen-Yau) 设计 为 具有 正 数 量 曲 率 的 紧 致 定 向 
3 维 流 形 WM 中 不 存在 亏 格 为 正 的 、 紧 致 的 稳定 极 小 的 漫 人 2 
维 定向 子 流 形 . 

证 明 我们 应 用 命题 7 来 证 明 。 因 为 M 紧 致 ， 我 们 可 在 命题 
7 中 选 w = 1, 所 以 i 

|, (Ric(N, N) + |A|)do <0, 
Ric(N, N) + |A|? = L 5 一 天 十 Lal, (14.17) 


其 中 5 是 季 的 数量 曲率 在 M 上 的 限制 ,K 是 M 上 诱导 度量 的 
Gauss 曲率 。 将 它 积分 后 我 们 就 得 到 | 


o> | adv — | Kdv+4| |Al?dy. (14.18) 
M M 2 JM 


如 果 存在 这 种 子 流 形 , 由 假设 | ode > 0, EEEH e 的 曲面 的 
Gauss-Bonnet 定理 知道 

| Kdv 一 2xX(M) = 4x(1— g) <0, 
最 后 连同 : 
| lapa »>0 


一 起 就 和 (14.18) 产生 矛盾 ,从 而 定理 证 得 , 而 为 了 证 明 (14.17), 
我 们 应 该 把 迄今 已 完成 的 许多 事情 综合 起 来 。 令 reM, le, 
e} X M, 的 一 组 么 正 基 ， 使 得 对 称 变换 4:M. 一 M, 在 该 组 基 下 
是 对 角 化 的 . 记 
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Ale = 2e, Ale) = ue, 
因为 M 为 极 小 ，tr 4 一 0， 所 以 得 到 = 一 u, 于 是 
oe — Fi, : 
ACe) on — 10, . 
所 以 14 = 22, SN = e, FE {e,, ee] 为 个 的 一 组 么 正 
BOK OM Span{e;, e) 的 截面 曲率 , 故 由 定义 


ole) = X) Ru = 2{Ric(N, N) + Ra} 0), 
isi | 


由 Gauss 方程 的 特殊 情形 (S 13 的 推论 7) 得 出 
Ky = K(x) — det A = K(x) 十 22， 
于 是 在 * 处 有 


Ric(N, N) + 141: = = (5 ¢—Ra) + 27 


~ o —(K +2) + 27 


一 二 一 天 十 时 


ten 


=o K+— —|A]?, 


这 就 是 (14.17)。 证 毕 ， 

注意 这 个 证 明 类 似 于 Synge 定理 ($6 中 的 定理 7) 的 证 明 . 
在 Synge 定理 中 具有 极 小 长 度 的 测 地 线 在 这 里 被 换 成 了 稳定 的 
极 小 曲面 。 这 是 Synge 定理 的 证 明 能 馈 用 到 高 维 时 的 少数 几 个 
情形 之 一 。 虽 然 定理 8 很 简单 ,但 它 是 Schoen 和 Yau 在 证 明 下 
面 所 述 的 一 个 被 物理 学 家 长 期 以 来 所 猜测 的 定理 〈 它 与 正 质量 猿 
测 有 联系 ) 中 的 关键 ， 

定理 ik R 1/90 ER K NINBE 平坦 
的 , 且 处 处 具有 非 负 数量 曲率 , 则 它 必 为 平坦 的 . 
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其 证 明 的 概要 如 下 : 把 天 用 一 个 更 大 的 立方 体 包围 起 来 ， 并 
把 立方 体 的 对 面 迭 合 ,于 是 我 们 得 到 了 一 个 环 面 了 (图 14.2)。 对 
环 面 上 的 诱导 度量 8 而 
言 , 它 具 有 非 负 数量 曲 
率 ， 而 且 在 天 的 外 部 为 
平坦 ， 因 而 由 Kazdan- © 
Warner 定理 (由 [天 W |) 
m, ME 8 确实 不 平坦 
的 话 ， 则 工人 允许 一 个 具 
正 数量 曲率 的 度量 。 现 
在 基本 群 mm(T) 包含 
ZOZ, CE 2# 
F 的 基本 群 。 利用 调 a 
和 映 庙 的 理论 及 由 Teichmüller 理论 中 的 一 些 已 知事 实 Schoen- 
Yau 证 明了 7 必须 包含 2 维 环 面 T7 的 一 个 极 小 淄 人 ， 它 是 极 - 
小 化 的 , 于 是 为 稳定 的 。( 这 是 Schoen-Yau 文章 中 定理 3.1 的 特 
PIG ,定理 3.1 是 那 篇 文章 的 核心 .) 而 定理 8 说 明了 这 是 不 可 
能 的 ,因此 度量 & 为 平坦 ,所 以 局 上 的 原始 度量 也 是 平坦 的 . 

Schoen-Yau 最 终 证 明了 正 质量 类 测 ， 郧 他 们 的 文章 1SY2] 
与 [SY4], | 

最 后 , 我 们 至 少 对 R 中 的 超 曲面 来 证 实 “ 极 小 ”一 词 是 用 得 
很 恰当 的 . 

引 理 9 AME RY 中 的 极 小 超 曲面 ， 如 DD 是 M 中 一 个 充 
分 小 的 区 域 , HRA C WR ôD, TEN RY 中 每 一 个 使 得 
OD’ 一 OD RH D, #7 

V(D') >V(D), 

因为 局 部 地 说 ,每 一 个 超 曲 面 是 某 函 数 f: 2 一 RWC 

RO 的 图 象 ,所 以 此 引 理 可 被 下 面 引 理 所 推 出 ， 
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5110 RWER 中 一 个 区 域 , 它 上 共有 (C” WR OW, H 
设 f: 窑 一 天 是 一 个 C” RM ESSE  x PHARM 
eR 中 的 一 个 (具有 边界 的 ) 极 小 超 曲 面 。 如 果 N Y XR 
中 一 超 曲面 ,使 得 ON = OM, N 
V(N) >V(M), 
mA VIN) =V(M) 5ER N =M, | 
证 明 orl) 为 M 在 (x, f(x*)) 处 的 向 外 的 单位 法 向 量 。 记 
v = ness Ma), Fy 看 成 是 R*+ 中 的 一 个 向 量 , 艺 
p= 2 ($E, +, OF, —1), 
Ox! ôx" 
Shwe Ji tjdj. 20% A x 民 中 由 


e+} 


ox >, (— yy, dt Aes Nd N ooo Ad xt! 


is] 


所 定义 的 ”次 微分 式 。 注 意 dw 一 0， 这 是 因为 首先 
dy, 1 ynt 
dom (315 pee . 人 d xt, 


另 一 方面 ,向量 场 


Of ð 
Xi = 2 
Ox + Oxi ĝx”t! 


形成 了 My 的 一 组 基 ，VY?7E M， 和 而 且 


Of Ov 
Ox’ xt 


i= 1 


A (Xi) = == 一 一 十 
Ox’ ` 
-2% (Rv 5t EK) 


Ov. 
T È ge Xs 


因为 M 是 极 小 ,所 以 tr A, = 0， 于 是 得 到 
° 258 。 


内 此 do 一 0. 
及 2 是 由 M 及 AN 所 围 成 的 区 域 ,于 是 63 = M 一 N， 因 而 从 


hh 


ied te 


青 注意 到 oly 是 M 的 体积 元 ， 这 显然 是 因 » 的 对 偶 微 分 式 是 
p= >) ndr, 


H Sos dte idt, 另 一 方面 ,如 用 0 表示 必 的 体积 
元 , 则 


就 得 出 了 


| (0 一 | (w, Q)2, 

于 是 

VM) = | <w, 279. 

由 Schwarz 不 等 式 ,|(o, 80)| < fol .191 = 1, FE 
V(M) < | o ~ V(N). 


WM aN, 则 存在 PEM 及 p, EN 使 得 p,, p; 投影 到 2 中 相 
同 的 点 ,但 MM, AUN, RO AE RA ERR RM Fe E 
面 。 令 OXMHARST MWh Colp), EC 一 1 可 知 

| | i Col), OC p:))| <1, 
并 可 知 此 不 等 式 在 六 的 一 个 邻 域 上 成 立 ,于 是 


VM) < | lo, OO < | @—V(N). 
Hit il 如 f: Re -> R 的 图 象 是 居中 的 一 个 极 小 超 曲 
面 , 则 它 是 极 小 化 的 ,因而 是 稳定 的 ， 
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515 欧 民 空间 中 的 极 小 子 流 形 


本 节 参 考 文献 

[L2]， 第 一 章 , $$ 3, 4, PHB, 381,5, 

[S8, IV], | 

我 们 希望 对 R" 中 极 小 子 流 形 的 最 初步 的 理论 作 简 单 的 讨 
论 。 很 长 历史 以 来 ,这 是 一 个 很 好 发 展 着 的 研究 课题 ,得 到 了 大 量 
的 结 采 ， 除 非 是 像 大 百科 一 类 的 厚 书 才能 将 这 些 结果 完全 包括 进 
去 . Cul J. C. Nietsche 所 著 的 关于 极 小 曲面 的 大 厚 书 [N1].) 

议 M 是 C” 流 形 , f: M 一 R* 是 一 个 漫 人 ,在 M 上 配备 着 一 
个 诱导 度量 。 令 {r,e x"} BR 上 通常 的 整体 坐标 函数 ， 且 
BHP), 这 里 FE of, 于 是 我 们 定义 

Af = (Af, ++, Af"), 

其 中 入 是 MM 在 诱导 度量 下 的 Laplace M7, Bl Af 可 看 成 是 映射 
f: M>R 上 的 一 个 向 量 场 : 


ANG) ={ a) Zhaw), veem. 
i a 


现在 对 每 点 pe M, EM nly) HAM) Et) 处 的 平均 曲率 向 
量 , 于 是 平均 曲率 向 量 场 ”是 沿 有 映射 上 上 的 一 个 向 量 场 . 

5| 理 1 Af=—n. 

证 明 ”如 通常 那样 ,我 们 用 五 表示 R OKRA RD 正好 是 方 
向 导数 ) , 旦 用 D 表 示 万 M) 的 联络 .我 们 只 需 在 每 点 pe M 处 证 实 
Af 一 一 4. 设 厂 为 M 中 关于 如 的 一 个 小 领域 ,使 得 f: Wo R 
MRA. REI) 与 配 视 为 恒 同 ， 则 歼 上 的 向 量 场 Y 将 恒 同 于 
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dY) 一 2 (YF) gg T eY = Yt, 


KEZ ROTER | 
Y = Yf, VW 上 上 向量 场 Y (15.1) 
现在 令 {X} WP -AAE, N 


Aj = 之 X,(Xif) — (DrX D 
一 之 X,(X;) 一 DrX (由 (415.1)) 
一 >) Dx,Xi — Dx,X; 
= 之 一 (Xr, X) = — 1, 


这 里 已 利用 了 在 R 中 , DY ERE 
X(Y) = (XY',---, XY”). 

证 毕 ， 

由 此 可 得 : 

推论 2 BA fM >R 为 极 小 淄 人 的 充 要 条 件 是 每 个 ff 为 
调和 函数 , 即 

Afi=0, Yi. 

RECZE, SBA f: M ~ R*， 配 备 着 诱导 度量 的 
M 必 具有 非 正 的 Ricci 曲率 。 反 之 ， 给 定 一 个 非 正 Ricci 曲率 的 
黎 曼 流 形 M, 对 充分 大 的 元 是 否 存在 着 一 个 等 距 的 极 小 漫 人 f: 
M 一 R”? 这 一 点 现在 还 并 不 清楚 。 但 是 如 果 我 们 去 掉 漫 人 是 极 
小 的 和 要求 ， 而 只 是 去 找 等 距 典 人 瞩 则 由 著名 的 Nash 嵌入 定理 
(每 一 个 黎 曼 流 形 具 有 到 某 个 欧 氏 空间 中 的 等 距 嵌 和 ,使 得 媒人 的 
像 是 闭 的 , ) 知 道 这 总 是 可 以 做 到 的 。 另 一 方面 ,我们 已 经 看 到 , 极 
小 等 距 滥 人 f:M 一 R* 必须 具有 调和 的 分 量 函 数 Fe P). 
我 们 可 以 找 出 M 到 R 中 的 一 个 ( 非 等 距 的 ) RA, EBRD BX 
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于 M 上 的 度量 为 调和 函数 ( 见 [GW1])。 注意， 在 所 有 这 些 讨论 
中 ， 由 $14 的 推论 5 知道 ,M 必 须 是 非 紧 的 。 而 且 在 外 围 流 形 是 
R: 的 特殊 情形 下 ,利用 上 面 的 推论 2 及 调和 函数 的 最 大 值 原理 可 
以 重新 证 明 $ 14 的 推论 5. | 
下 面 我 们 来 考察 SCR 的 极 小 子 流 形 。 先 一 般 地 设 M 
为 R! TRA FAE, Bit i: M —> Moce R 是 一 个 等 距 
RAJTA R+ 中 的 向 量 在 M 的 切 平 面 上 的 投影 . SIM) 在 
M 中 有 平均 曲率 向 量 场 , (M) 在 R*t! 中 有 平均 曲率 向 量 场 7。 


ay? ED | 1 4 I’ fmm; Ta 


证 明 RC a= Tn。 如 前 面 一 样 , 设 4Xi 是 M 中 的 一 
个 局 部 标 架 场 ， 且 设 写 为 各 中 的 联络 , DBR 中 的 联络 〈 即 
D' 是 方向 导数 ), 则 
加 一 > Dr; X: 一 Dx Xi5 


/ 一 > Dx X; 一 Dy X;, 


E TD =D, TD=D, 于 是 
T= te 
HEEE, 
MERR M=) 是 RBH HRB. 设 1: M 一 
S*(r) 为 一 个 等 距 的 极 小 浸入 h a m 04a 
T (Af) = 0. 

于 是 向 量 场 Af 处 处 正 交 于 $5*(r+)。 但 是 从 对 所 有 PEM, FOIE 
S*(r) 能 推出 向 量 v LSO 的 充 要 条 件 是 存在 某 个 ce R, 使 
B vm cfl), 于 是 对 极 小 漫 人 FE M 一 和 Cr)， 存 在 一 个 函数 
a: M>R 满足 | | 
| Af = af. (15.2) 

现在 从 | 由 = 二 + 知道 0 — Alf? = AC, F), 如 选用 在 给 定点 pe M 
Th ASTER {Xi}, RRMA P RMB 


* 262% 


OAL = D XG, 
=? D1 (XXil, {> 十 (Xf, Xf) 
= (Af, f) + 2 >) (X, X) (由 (15.1)) 


= 2(Ar’ + k), (由 (15.2)) 
这 里 不 sdim M。 于 是 1 一 kr, CE-AR. 因此 我 们 


“得 到 ; 


S13 wt M 一 5"(r)C Ro Bk ERRE M Fj R+ 
中 半径 为 + RPA PSBR NRA, Wf paea F 
we MEN Laplace 算 子 人 相应 于 转 征 值 一 /x? 的 特征 函数 .反之 ， 
如 对 一 个 等 距 漫 人 f: M> Slr) R 有 
, | r 
ny = T (41) =0, 


2 


于 是 了 是 一 个 映 到 Sr) 中 去 的 极 小 漫 入 . 

这 个 引 理 建议 我 们 去 研究 具有 下 述 性 质 的 等 距 BAT Mo 
R", BS iE Af=af, Ep a: MR 是 一 个 处 处 非 零 的 函 
数 。 答案 是 极其 简单 的 。 如 2 是 (M)CR* 的 平均 曲率 向 量 
场 , 则 — n = Af— af, PEL 


df) = — + (a df), 
这 里 《jd 7) 理解 为 Did. 于 是 对 M LAY X, 有 


XC, f) = XI, 1) = ARX), 1) = — 44100, n) 一 0， 


这 里 利用 了 ”与 f(M ) EZKER. SETI? 是 一 个 常数 ， 设 为 
P, BD AMC S(r)， 于 是 由 上 述 相同 的 计算 表明 = — kr, 
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其 中 一 dimM， 这 就 证 明了 

定理 4(Takahashi) HF k ERSEM AR 中 的 一 个 
等 距 漫 入 GM 一 Re, 下 列 是 等 价 的 : 

(1) (M) 是 Slr) 的 一 个 极 小 漫 人 子 流 形 ; 


(2) Af = — Ži; 


(3) Af = af, 其 中 as M >R 为 一 个 处 处 非 零 的 函数 ， 
六 个 定理 给 出 了 极 小 子 流 形 与 A 的 特征 值 、 特 征 函 数 之 间 的 
一 不 圳 先 未 能 预料 的 联系 。 出 定理 4, 对 紧 致 黎 曼 流 形 M 的 Lap- 
lace 算 子 的 特征 值 、 特 征 函数 的 透彻 了 解 将 导 至 M 到 Sr) (对 
其 个 + BEY n) 中 极 小 漫 人 的 构造 ， 如 我 们 已 重复 指出 的 那样 ， 
只 有 当 M 具 有 许多 对 称 性 时 才 有 可 能 对 这 个 性 质 作 精确 的 计算 
在 M =S = S) 的 特殊 情形 下 , 这 个 问题 已 被 E. Calabi 及 
do Carmo-Wallach 所 研究 (L do Carmo-Wallach 的 文章 [CW ]). 
广 些 工作 表明 : 利用 球 调 和 函数 ( 即 St(1) 上 人 入 的 特征 函数 ) 可 作 
出 许多 SO) 到 5S"(r) (对 某 个 7 及 某 个 n) 中 的 极 小 等 距 浸 入 . 
O JERNE ZR R" 中 极 小 子 流 形 的 研 
ge 从 推论 2 可 得 到 下 列 对 Re 中 极 小 子 流 
形 有 用 的 西 性 性 质 ， 设 1:M 一 R" 为 一 极 小 
Bh, 我 们 已 经 知道 每 一 个 f= of 是 调 
和 的 ， 如 果 有 必要 的 话 ， 通 过 对 MM 的 一 个 紧 
° 致 子 区 域 的 限制 ， 我 们 不 妨 假 设 M 是 一 个 具 
有 边界 9M 的 紧 致 流 形 。 我 们 可 以 断言 : 
(M) 必须 位 于 (6M ) 的 凸 包 之 中 ， 这 里 所 
* 谓 尺 . 的 子 集 5 的 凸 包 O(S) 是 指 包含 3 的 
BAS. 用 反 证 法 ， 如 有 9 € f(M) 一 
图 Wl #({(8M)), 因为 @UCOM)) Bea, Fr 
以 存在 一 个 超 平面 .22 , 使 得 vz E CC(OM)) 位 于 您 的 不 同 的 
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开 半 空间 之 中 (图 15.1)。 通 过 Reo 中 坐标 的 线性 变换 ,我 们 不 妨 
假设 / 
| Ge = {Xati == 0}. 
Xa+) > 0 Lats | ecra) <0, 
但 坐标 的 线性 变换 并 不 影响 每 个 F= xiof 的 调和 性 质 ,由 此 知道 
feet = x*+! | ia 

是 M 上 的 一 个 调和 函数 ,在 8M LAMERA? 点 处 为 正 ， 这 就 
与 调和 函数 的 最 大 值 原理 矛盾 . 

注意 ， 在 某 种 情形 下 ， 我 们 可 利用 这 个 凸 性 结果 去 看 出 民 
中 的 一 些 上 曲面 不 可 能 是 极 小 的 . | 

为 了 保持 叙述 的 简单 与 直观 性 ， 现 在 我 们 集中 研究 R 中 的 
极 小 曲面 。 通过 适当 的 修正 后 ， 下 面 某 些 讨论 对 R 中 的 极 小 曲 
面 也 是 成 立 的 。 人 们 对 极 小 曲面 的 研究 之 所 以 能 如 此 深 人 的 主要 
理由 是 ,在 每 一 个 2 维 黎 曼 流 形 中 可 以 导 人 一 个 最 标准 的 复 结构 . 
类 似 地 , 在 讨论 R 中 极 小 曲面 时 要 注意 下 列 性 质 , 即 R 中 的 定 
向 2- 平 面 的 Grassmann 流 形 具 有 复 结 构 。 

设 M 是 一 个 2 维 黎 曼 流 形 。 已 知 对 每 一 点 me M, 存在 % 的 
一 个 邻 域 O REK 上 的 坐标 函数 iu, o}, 使 得 度量 张 量 8 取 
形式 为 


且 


一 Pd 党 十 do2)， | (15.3) 
这 里 下 是 一 个 正 的 C” 函数 ， 
de = dudu, dv=dvOQ@dz, 
其 中 @ 表 示 对 称 张 量 积 ， 称 {w, v) 为 等 温 参 数 。 等 温 参 数 的 存 
在 性 决 不 是 显而易见 的 ， 尤 其 当 我 们 还 要 计 及 其 最 佳 可 微 性 时 更 
-是 如 此 。 其 证 明 可 看 Bers 所 著 的 [B4]; 对 于 计 及 其 最 佳 可 微 性 
的 证 明 , 可 参见 [CHW]。 为 了 从 较 高 的 观点 上 讨论 这 个 论题 , 它 
需要 Teichmüller Mit, 可 看 关于 Beltrami 方程 的 文章 [AB11， 
现在 假设 存在 x 的 另 一 个 邻 拒 2 ', 在 和 ' 上 也 有 等 温 坐 标 
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{x,y}, E | 
g 一 F(do 十 dp)，F > 0。 


我 们 总 可 假设 
Ox Ox | 
O(x, y) y) 一 Ou Ov | 
d |>0 | 15.4 
aluo) | oy dy (15.4) 
On Ov 


(如 有 必要 的 话 ,可 用 一 * 代替 2). FEE WNW’ E, 
rE Eer [E 


+ (2) ae OF’ (2 Ox + 2 oY) dudo. 


Ou Ov Ou Ov 
与 (15.3) 比较 后 得 到 
or (ov _ (Ox oy y 
(5) + (3) (SE) + (Sy. (15.5) 
Ox Ox Oy Oy . 
u Or Ou Ov 
我 们 将 证 明 在 K NE’ 上 有 
Ox _ Oy Ox _ _ oy 
Ou Ov Ov 3u ` (15.6) 
这 只 需 逐 点 加 以 证 明令 LEKUAK’, HÈ 


a= SE G), s= L (p), y= 2 ç ) p= È (p). 
由 15.5) 的 第 一 个 方程 知 e +O = er. AOA IR A g 
RET a, p, 7, 8 后 (15.5) 不 改变 ， 故 不 妨 假设 e + = pt 
yuri. 所 以 6 一 土 V1 一 wa*,7 一 土 V1 一 PP。 将 它们 代入 
(15.5) 的 第 二 个 方程 , 且 平 方 后 ,我 们 得 到 e-pep), 
所 以 l =p. FELA =r, Bina = 一 8, 则 由 (15.5) 的 
第 二 个 方程 (ar 十 6 一 0) 推出 7, 5 有 相同 的 符号 ， 但 (15.4) 
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要 求 a8 一 76 > 0, Am5 a< 0 K re >10 不 相 容 ,所 以 ec 一 0， 
这 就 是 (15.6) 的 第 一 个 方程 。 类 似 地 有 

ðr 3Y 

Ov Ou 


方程 (15.6) 正好 是 函数 > = * 十 V 一 1 7 关于 坐标 函数 zx 
和 v 的 Cauchy-Riemann 方程 ， 这 就 允许 我 们 在 M 中 导 人 一 个 开 
BE {2 ,}, 使 得 

(1) 在 每 一 个 ve 上 定义 了 一 个 复 函 数 =*=* 十 V 一 1 y， 
这 里 {x, y} PERKS g 在 邻 域 2 ,中 的 等 温 坐 标 ; 

(2) 在 经; 和 人 U; 的 交集 上 的 两 组 等 温 坐 标 可 用 (15.4) 中 
一 个 正 的 Jacobi 式 相 联系 ; 
另外 ,从 (15.6) 可 得 出 : BRIM ,} 还 必须 具有 一 个 附加 性 质 ， 
即 | 
G) 假设 2 一 x 十 V 一 1y 及 ww 十 V 一 1v 分 别 是 
W ;及 人 UH; 上 由 (1) MRKAR, We 是 必 的 一 个 全 缉 函 数 ， 
反之 亦 然 ， 

一 个 2 维 流 形 如 具有 一 个 适合 (1) 一 (3) 的 坐标 邻 域 {Qvi] 
的 覆盖 , 则 称 它 是 一 个 黎 曼 曲面 ,或 称 为 一 维 复 流 形 ， 上 述 由 M 上 
的 黎 曼 度量 所 确定 的 复 结构 称 为 标准 复 结构 ,在 2l ,上 所 定义 的 
复 函数 z 一 “十 V 一 1 ) 称 为 复 坐 标 函数 ,并 称 每 一 个 ai ;为 复 
坐标 邻 域 .在 M 上 赋 有 黎 曼 曲面 结构 后 ， 我 们 就 能 定义 一 个 函数 
f: M 一 C 为 爹 纯 , 当 且 仅 当 在 每 个 具有 复 函数 :一 x 十 MV 一 1y 
的 al; 中 ,了 是 x 的 一 个 全 纯 函数 . 从 条 件 (3) 知道 ， 这 个 定义 
是 合理 的 。 — : 

在 M 上 有 复 的 微 积分 ， 它 是 通常 实 微 积分 的 一 种 形式 推广. 
详细 可 见 [LW10]。 我 们 在 这 里 仅 简单 地 提 及 某 些 要 点 。 在 每 个 
具有 复 坐 标 函数 = 的 复 坐 标 令 域 2 ; ch, 我们 形式 地 定义 如 下 的 
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两 个 复 微分 算 于 2 RE: 
z Oz 


Oz 2 \Ox Y 
ð 1/8 3 
-一 三 一 (一 十 V 一 】 3 
Oz 2 (2 v 0 
这 里 zs 二 + 十 MV 一 1 y。 注意: / 
oO 1 / 0 中 
一 (+ 二 (8.7 
Oz 4 (a5 + 3P) | | (15-7) 
设 这 时 度量 张 量 为 


g=F(dx+dy"). . 
TĒ, $ 2 的 习题 5 中 所 给 出 的 8 的 Laplace 算 子 人 的 局 部 坐标 


表示 式 (也 可 见 $ 12 中 的 (12.4) 及 (12.6)) 可 被 简化 成 


~1fF, 0 gy 
A F (53 se) (15.8) 
所 以 由 (15.7) 得 到 
4 g | 
A= DOR" (15.9) 


我 们 可 进一步 形式 地 定义 两 个 外 导数 : 

ð= 2 dz, 5 = -2 43, 
| Oz Oz 
其 中 
: dz=dx+V—1 dy, dz=dx—-vV-1 dy. 
虽然 2, 2 依赖 于 坐标 函数 *。 但 可 验证 8 和 5 是 整体 地 定义 
在 M 上 的 算 子 , 且 有 

ð a 
= 一 一 一 qr 一 -一 = O. 10 
d Bd +5, 4 ð + (15.10) 
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相对 于 复 坐 标 函 数 z, 如 果 一 个 复 的 一 次 微分 式 w 二 Fz)dx 中 的 
fe) 是 = 的 一 个 全 纯 函 数 , 则 称 w 为 全 纯 一 次 微分 式 或 全 冲 微分 ， 
又 注意 到 , 这 个 概念 的 定义 是 合理 的 ， 即 如 在 2U ;中 的 一 次 微分 
AFT f(x)d z。 且 f(x) 为 全 纯 , 如果 U ;具有 复 坐 标 函 数 w, 
WE WNC; 中 ,此 一 次 微分 式 等 于 


[Hz(w)) de] d w 


所 以 dw 的 系数 也 是 全 纯 的 . 
利用 复 坐 标 函 数 x 二 x 十 V 一 1 y 可 把 度量 张 量 g 一 F(d x 十 
dy’) 形式 地 改写 成 
g= Fdxd2, (15.11) 
现在 回 到 极 小 浸入 曲面 大 MOR, =, PP 的 情 
形 。 因 为 每 个 产 在 对 中 为 调和 ， 所 以 在 每 个 具有 复 坐 标 函数 z 的 
复 坐 标 邻 域 中 有 l 
2 (£) -=0. 
Oz \Oz 


可 以 验证 ,对 M 上 的 一 个 复 信和 函数 fe, 22 一 0 正好 是 
fy = Re fy +/— 1 Imf 


的 Cauchy-Riemann 方程 , 阳 思 为 全 纯 函数 。 故 由 上 你 生 十， 学 


是 一 个 全 纯 函数 ， 因 此 对 每 一 个 i Of 是 一 个 在 M 上 整体 定义 的 ~ 


EMMO. h Cauchy 定理 知道 ， 从 固定 点 请 到 任意 点 pe M 的 
线 积分 | Of 局 部 地 是 与 路 径 无 关 的 。 如 果 假设 M 是 单 连通 的 ， 
则 由 Cauchy 定理 可 进一步 推出 |” Of 是 以 ? 为 自 变量 的 一 个 整 
体 定 义 在 M 上 的 全 名 函数 ， 因 为 局 部 地 
dl /Of /一 一 | 
af = E a z (as V 二 1 ay) + 1 dy) 
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Ox 
/—-17 of ari 
+— (— ay dx 十 az 49)? 
我 们 可 看 到 Of 的 实 部 满足 
Re Aff =a A df. 
| 2 | 


于 是 当 M 为 单 连通 时 ,对 所 有 pe M 有 


-二 (So of 
2 drt ay dy 


F Cp) = 2Re | Of, :一 1,2. 3, (15.12) 
to  ，， = 
反之 , 如 在 单 连通 的 M 上 给 出 了 全 纯 微 分 p,,，q;, ps, 我 们 总 可 以 
i . | | P 
i (p) = 2Re jw mp (15.13) 


来 定义 M 上 的 实 值 函 数 , Pf. 
问题 ”在 什么 条 件 下 ,由 (15.13) 所 给 出 的 . 
«fe, f, f): M >R 
是 一 个 极 小 漫 人 ? 为 了 完整 地 回答 这 个 问题 我们 在 提出 这 个 问 
题 村 必须 十 分 小 心 。 我 们 从 黎 曼 面 M 出 发 ， 一 开始 在 M 上 还 没有 
赋 以 度量 ， 利 用 M 上 的 全 纯 微 分 Pis Prs Pos WIZE (15.13) 中 那样 
EX F,i=1,2,3, K =F, f, f): MOR, RoR h 
的 标准 度量 ,再 令 8 三 f*g,。， 则 M 上 有 了 一 个 二 阶 对 称 张 量 

| e= Dafa. (15.14) 


公设 这 样 造 出 的 是 M 上 的 一 个 黎 受 度量 (Ble > 0), 目 假设 相 

对 于 M 上 的 复 坐标 函数 = 一 + 十 V 一 1 y, 8 的 形状 为 (15.11)， 

il f 一定 是 配备 着 度量 8 的 M 到 R 中 的 极 小 等 距 温 人 。 这 是 因 

为 如 t 不 是 漫 入 , 则 存在 某 个 ve M,， 使 得 d1(v) 一 0， 则 由 
glv, v) = By do) dF) = 0, 
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因此 与 g > 0 矛盾， 进而 ,每 个 f 必须 是 调和 的 ,这 是 因为 | Pi 
为 全 纯 , 所 以 由 (15.13) 知 


于 是 由 (15.8) 得 到 Af 一 0， 再 根据 本 节 开 始 时 的 推论 2 就 可 知 
tM) SR). 因此 我 们 的 问题 应 当 重 述 如 下 : 在 什么 条 件 下 ， 
由 (15.14) 所 给 出 的 二 阶 对 称 张 量 将 成 为 形 如 (15.11) A eS 
E? | : 
为 此 , 我 们 先 计算 dF, ERR e = * 十 V 一 1 7 下 ， 
A nee sae 
Pi = id z = (æ +V — 1 B)dz 
= (adx — pdy) +V — 1 (Bidet ady), (15.15) 
于 是 由 q; 的 全 纯 性 可 知 @, 适合 Cauchy-Riemann FE: 
oi Of; Oai _ OB; 
Ox Oy” Oy Ax © (15.16) 
它 正好 是 Pfaffian 方程 组 dh = (a dx — pdy) HIST 
: d(a;dzx— dy) = 0, 
于 是 局 部 地 存在 一 组 如 , 使 得 
d ph’ = (a; d x— bdy), 


所 以 
ff = 2 | d k = 27 
微分 后 得 
dff = 2d hf = 2(a,;dx—B;dy), 
于 是 | 


g= Didfidf 4 >) (de + pidy — lapidedy). 


由 此 可 知 ,8 > 0 而 且 形 如 (15.11) 的 充 要 条 件 是 
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Diam Dj a>, 
D>, UB = 06 


AFA (15.15), EIRP A 
(1) >, p; = 0; 


(2) Alar > 0. 


综 上 所 述 ,如果 我 们 在 一 个 单 御 通 的 笋 曼 面 M 上 有 全 纯 微 分 
p; = pidz (1=1,2,3), 
且 它 们 满足 上 述 (1) M (2), $ 
fi = 2Re | Pis 

Bie t= (f, f, f), UHM) 为 R 的 一 个 极 小 温和 人 子 流 形 . 
“现在 我 们 要 在 单 连通 的 黎 受 面 M 上 找 出 所 有 适合 (1), (2) 
Wea in, Pi, Pp} 先 排除 p = 0 K p = V 一 1 qs 的 
情形 (这 是 不 感 兴趣 的 情况 ， 因 为 这 时 有 上 二 0, 所 以 1(M ) 位 于 
一 个 平面 上 )， 现在 利用 Pp pa Pp， 可 以 在 M 上 定义 一 个 全 纯 侯 
分 吧 及 一 个 半 纯 函数 和 为 | 


egy Vad gn em 
0 一 V 一 1 P 


(这 里 ，。 两 个 全 纯 微 分 的 商 EF 定义 为 半 纯 函数 h, 可 以 验证 这 
个 定义 是 合理 的 )， 简 单 的 计算 表明 


Di = = (1 ~~ ho, 


rf 一 1 (15.17 ) 
mm 一 一 7 一 (1 + r)a, 


p; = hu. 
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反之 , 设 左 是 M 上 的 任何 半 纯 函数 , o 为 M 上 任何 全 纯 微 分 ， 使 得 
有 rw 为 一 个 全 纯 微分 , 妈 在 % 的 每 一 个 *《 阶 极点 处 ,w E E k 
零点 ， 我 们 用 (15.17) 去 定义 全 纯 微 分 Po pr P. KELP} 必 
适合 (1) 及 (2), 于 是 在 对 为 单 连通 的 情况 下 ,用 I= OPP), 
其 中 所 一 2Re fp 就 给 出 了 一 个 极 小 漫 人 MOR. WIE 
(15.17) SRN HMMA Weierstrab RAR, 作为 例子 , 令 M = C, 
h(z) =z 及 o=dz, RINER 
am — 2*)dz, 
V 一 1 
2 


2) dz， 


Pa 
g, = zdz. 
所 以 相应 的 极 小 淄 人 f C> R 为 由 (15.13) 所 给 出 : 
f'(z) 一 Re fz 一 = h, 
o | ， 
P(x) = Re V= (+22), | 
PCs) = Rez’, — 
它 被 称 为 Enneper 曲面 . 如 用 * 和 y(z =x + V 一 1 y 详尽 地 
3H Enneper 曲面 的 六 ,了 ,了 将 是 一 个 十 分 复杂 的 , m HEA WE 
以 想像 的 曲面 , 但 从 WeierstrabB 表示 的 观点 来 看 ， 这 是 R 中 最 
简单 的 极 小 曲面 。 对 于 WeierstraB 表示 的 其 它 例 子 ， 见 [S8, 
iV]. | 
现在 令 f:M 一 局 BRS HAMH—-TRNhBA, SBE 
100 上 的 诱导 度量 8 诱导 了 M 上 的 已 给 定 的 复 结构 . 由 前 知 
g= 之 | dfidfi. 


ix T: M >S 为 高 斯 映射 ， 即 对 每 一 个 pE M, T(p) 为 ICM) 
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上 所 选 定 的 单位 法 向 量 场 EO) 处 的 值 (因为 任何 黎 曼 面 是 可 
定向 的 , 必 存 在 这 样 的 整体 法 回 量 场 ). 如 用 4: M, 一 M， 表 示 M 
在 处 的 第 二 基本 形式 (更 精确 地 说 ,是 1(M) 在 f(p) 处 的 第 二 
基本 形式 ), 则 dT 一 4。 因 为 tr 4 一 0， 则 相对 于 4 的 单位 主 
方向 ,4 可 表示 成 矩阵 
À 0 1 0 
p alek oJ 

于 是 47 是 共 形 ( 保 角 ) 变 换 。 但 因为 其 行列 式 小 于 零 ， 所 以 定向 
FAR, BHR PN -THSHEBAM, AYTMRS HBS 
构 , 了 是 反 全 纯 的 ( 即 工 是 全 纯 的 )。 如 我 们 固定 在 及 T(p) 周围 
的 复 坐标 ， 则 (det dr) 的 零点 与 关于 其 坐标 函数 的 Jacobi A 
AT 的 零点 是 一 致 的 ， 由 于 .ET 为 全 纯 , 所 以 或 者 AT 一 0， 或 
者 其 零点 为 离散 。 Am, (ded 或 恒 为 零 , 或 有 离散 的 零点 。 
因为 det dT 等 于 人 的 高 斯 曲率 KK (Egregium 定理 ), TERN 
知道 ， 或 者 天 = 0 或 者 K 仅 在 一 个 离散 点 集 上 为 零 ， 当 KK 三 0 
时 ,因为 下 一 一 (4, 一 4 是 M 的 主 曲率 )， 所 以 1 一 0。 于 是 
A=0, M) 位 于 某 一 个 平面 中 ， 于 是 有 

定理 5 对 极 小 浸入 曲面 M C 庭 ，M 或 者 位 于 一 个 平面 之 
中 ,或 者 它 的 高 斯 曲率 仅 在 一 个 离散 集合 上 为 零 . 

再 简单 地 提 一 下 : 

Osserman 定理 WME Re 中 的 完备 的 极 ， hBAhh. BM 
不 是 平面 , 则 它 的 高 斯 映射 在 8 中 的 像 一 定 是 稠密 的 . 

我 们 现在 来 看 这 个 定理 的 直观 意义 ,因为 T: M 一 8 为 全 纯 ， 
如 果 把 多 与 C'U {coo} 恒 同 , 则 立刻 可 以 验证 T; M 一 C 是 一 个 
亚 纯 涡 数 ,因此 很 自然 希望 对 于 这 个 亚 纯 遂 数 ,上 古典 的 Picard Æ 
理 也 可 以 成 立 ， 即 如 果 旦 一 T(M) 多 过 两 点 ， 则 希望 了 为 一 个 
常数 映射 。 这 个 猜想 虽然 好 像 太 大 胆 ， 但 是 在 这 个 世纪 的 初期 ， 
Bernstein 已 经 证 明了 下 面 的 有 名 定理 : | 
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Bernstein 定理 WER 中 的 一 个 极 小 曲面 是 定义 域 为 整个 
R 的 某 函数 的 图 象 , 则 它 必 为 平面 。 

如 果 用 几何 术语 来 表达 的 话 ,那么 这 个 定理 说 明 一 个 民 ESS 
备 的 极 小 曲面 , 若 其 高 斯 喘 射 是 在 一 个 开 半球 内 , 则 该 曲面 定 为 学 
面 ， 这 个 事实 与 上 面 的 狂想 一 致 。 在 1950 Nirenberg 给 出 了 
一 个 较 弱 的 猜想 , 即 上 述 的 Osserman 定理 很 可 能 成 立 。 在 1959 
年 Osserman 证 了 明了 这 个 狂想，Osserman 的 证 明 可 在 Lawson 的 
$ [L2] 内 找到 .Osserman 后 来 又 指出 在 这 方面 最 合理 的 猪 想 应 
为 : mÈ SF —~TCM) 多 过 四 点 ，、 则 MM 一 定 是 平面 。 全 于 5 一 
TCM ) 网 好 为 一 点 两 点 、 HERR, MYR Ne 
一 点 ,两 点 、 三 点 或 四 点 的 例子 已 被 Voss 找到 ， 见 [V1。 可 参阅 
[O} 中 的 定理 8.3. | 

最 近 Xavier 证 明了 如 果 一 TM) 多 过 六 点 , 则 M 必 为 平 
Hi. UL [X]. 

1987 年 H. Fujimoto 证 出 了 Osserman 出 出 的 最 合理 的 六 
想 ,下 他 证 出 下 人 列 定 理 : 

定理 MER 36 8 BN BT 它 不 是 平面 ， 那么 g 一 
TCM ) 至 多 4 个 点 . 

过 去 六 十 年 来 ,上 述 的 Bernstein 定理 对 偏向 分 方程 和 微分 几 
证 部 有 重大 的 影响 。 现在 我 们 只 指出 最 近 Fischer-Colbrie 和 
Schoen 的 一 个 非常 好 的 定理 〈 见 [FS]), 他 们 把 3 aE ee 
率 的 黎 受 疲 形 中 所 有 稳定 、 定向、 完备 的 极 小 曲面 加 以 完全 分 类 ， 
由 这 个 分 类 立刻 可 看 到 在 3 BRAS RK 中 这 种 曲面 一 定 是 平 
面 . 由 $ 14 的 推论 HL 得 知 ,这 种 曲面 包括 了 定义 域 为 整个 证 的 
INA Se. BOA) Bernstein 定理 的 推广 . (这 个 特例 也 被 do Carmo- 
Peng [CP] MEH, 后 者 发 表 的 日 期 较 早 ,但 事实 上 是 比 Fischer- 
Colbrie 和 Schoen 的 文章 较 迟 才 窟 完 的 .) - 


°.275 9 


$ 16 ”几乎 平坦 的 流 形 


本 节 参 考 文献 
[BK], [G6], [GW4], [MRi], [MR2], [MSY], [R4], 


这 一 节 将 对 最 近 一 个 黎 曼 几何 的 重要 发 展 作 一 个 简略 的 报 
导 。 在 下 面 的 讨论 中 ， 我 们 将 会 提 到 一 些 本 书 范围 以 外 的 概念 和 
定理 。 因 为 时 间 和 篇 幅 的 关系 ， 我 们 将 不 会 给 出 这 些 概 念 或 定理 
的 详细 讨论 ,更 谈 不 到 给 出 下 列 任何 一 个 定理 的 证 明 . 

在 第 八 节 结 束 之 前 ， 我 们 讨论 了 球面 定理 。 这 个 定理 的 直观 
意义 就 是 说 ,如 果 一 个 黎 曼 流 形 的 曲率 和 球面 的 曲率 “相似 ”, 则 这 
个 流 形 的 汪 扑 结构 也 和 球面 "相似 ”。 现 在 我 们 来 看 看 ,如 果 用 “ 欧 
氏 空 汕 ? 来 取代 球面 的 话 ,是 否 也 有 对 应 的 定理 ， 我 们 已 知 有 下 面 
ASSES: 设 M 为 完备 的 黎 曼 流 形 ， 

(1) 若 计 平坦 ( 见 M 的 截面 曲率 K= 0), 7H RU wM 
与 R" 等 距 ; 

” (2) 车 轩 平 坦 且 紧 致 , 则 MM 的 万 有 覆盖 空间 位 与 RS, 

上 面 (1) 和 (2) 的 差别 在 于 非 紧 和 紧 的 假设 。 我 们 故意 将 这 
两 个 情形 区 分 开 来 ， 是 因为 在 下 面 的 讨论 中 有 很 大 的 差距 。 现 在 
用 球面 定理 的 想法 ;希望 能 够 证 明 , 若 一 个 M ERR, mA JL 
乎 平坦 ” WWM ae M 5 R"“ 几 乎 等 距 ”". 这 里 的 “几乎 平坦 ”和 “ 几 
平 绪 距 > ， 当 然 是 有 待 汪 清 的 概念 .实际 上 在 推广 (1) 和 (2) 时 ， 
有 一 半 困 难 就 在 于 把 这 些 概念 说 清楚 . 

说 清 几乎 平坦 ”确实 是 有 困难 和 的。 当 你 企图 推广 (2) 时， 大 
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AZUA 几乎 平坦 ”就 表明 天 的 绝对 值 是 足够 小 肥 ? 现在 请 看 -~ 
PAL. MRM ER, 具有 黎 曼 度量 g, 其 截面 曲率 是 KK, 于 是 对 
于 常数 4 > 0, HI 48 依然 是 M 的 黎 曼 度量 ， 它 的 曲率 却 是 


JK, 因此 当 取 4 足够 大 时 ，M 便 该 有 “几乎 平坦 ”的 度量 了 ， 于 


是 任何 紧 的 流 形 半 都 可 以 赋予 这 种 试想 的 "几乎 平坦 "度量 、 所 以 
”关于 村 的 性 质 也 就 什么 也 说 不 出 了 。 BFA LS 
距 ,也 就 更 难 下 于 

数学 上 处 理 流 形 通 常 是 先 解决 紧 致 的 情形 ， 然 后 再 去 做 更 为 
困难 的 非 紧 情形 。 这 里 的 情况 却 不 大 相同 . 虽然 事实 上 紧 致 情 
eFC BURA ((G6], 1978), EIR RRB ESR Ss 
([GW4]，1982)。 记 以 我 们 先 讨 论 非 紧 的 情况 , 即 上 面 (1) 的 推 
广 。 几乎 平坦 "此 时 应 理解 为 截面 曲率 天 在 co 氮 附近 充分 平坦 ” 
这 一 性 质 。 精 确 说 法 如 下 : 

定理 (Greene-Wu) 设 完备 黎 曼 流 形 M 有 极点 eM CBP 
exps:M. 一 M SEC” AM), dim M a n 23,KS0 RK20, 
并 且 有 / 
liminf SK(s) = 0, 
WM 与 Re $F, 

这 里 Ks) 的 定义 为 : FENA YEME atx, y) =s, X 
SRRA M, 内 所 有 2 维 平面 P 的 曲率 K(P), 则 

: max{K(P)}, Æ KEO; 
| Kls s= (mint K Æ KSO., 

这 个 定理 的 背景 是 相当 复杂 的 ,可 看 Greene-Wu 的 文章 [GW4] 
内 的 详细 说明 、。 但 是 至 少 应 该 在 这 里 提 到 ,这 个 定理 的 Kihler 特 
殊 情 况 是 先 被 LMSY] 在 1981 证 明 的 ， 

现在 对 定理 中 的 条 件 作 一 个 TA. 考虑 单位 球 上 有 下 人 列 两 个 
完备 黎 曼 度量 ;: 
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dere eda 
(1 — (xi + eas 十 x2 yt? 
de= Atit tdr 

(Le Gib eee + x?))3* 


它们 的 截面 曲率 分 别 记 为 Ki, K,。 不 难 验 证 


K 三 一 4， Kis) ~ 4. 当 > 00， 


d sf == 


其 中 A>0, 特别 有 


im OK sy = +0, lim Rs) = A>0. 
i -> ox 


可 见 定理 中 lim sK(s) = 0 的 假说 是 最 优 的 ， 至 于 dimM 之 3 的 


假设 的 必要 性 , 可 从 下 列 事实 看 出 来 ([GW3], Proposition 4.2, 
第 58 页 ): 在 心 上 存 在 完备 、 有 极点 的 黎 曼 度量 , 使 得 KK 在 任意 
给 定 的 紧 集 上 为 负 , 而 在 紧 集 之 外 为 零 。 至 于 为 什么 dimM >3 
这 个 条 件 可 以 使 定理 成 立 ， 是 可 以 从 如 下 的 观点 来 理解 的 ; a 
率 已 知 时 , 黎 曼 度量 满足 的 微分 方程 是 过 定 的 ( 即 独立 方程 比 未 知 
函数 为 多 ) , 因此 对 曲率 加 限制 后 , 对 黎 曼 度 量 本 身 就 会 有 “过 分 ” 
的 限制 ,迫使 它 与 RP 上 的 平坦 度量 相等 ,这 个 直观 的 想法 ,如 果 能 
够 用 严格 的 数学 技巧 来 表达 ,就 会 是 这 个 定理 的 一 个 很 漂亮 的 让 
HH. 

最 后 要 补充 一 点 ,上 述 定理 在 dimM 一 4 或 8 时 ,还 要 稍 加 
一 点 条 件 . 因 为 8 和 8 (单位 球面 ) 是 可 平行 化 的 。 请 阅 [GW4]. 
但 是 我 们 相信 这 只 是 因为 目前 这 个 证 明 还 不 是 充分 完善 的 ， 而 不 
”是 因为 真有 这 个 需要 . 

现在 对 K <0 的 情形 ， 简 述 定理 的 证 明 ，M 中 对 应 *( 极 
AD. 为 半径 的 测 地 球面 记 做 Z, 我 们 有 高 斯 方程 ( 见 $ 13, 推 
论 7) 

Kuy(H) = Ko (I) — det(o| 1). 
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其 中 了 是 切 于 ,的 平面 ,6 是 第 二 基本 形式 。 因 此 有 
| Kg, (II) = Ku) + r det(oln). i 
当 M mR 时 ,将 o, Z, DRA a, F ”直接 计算 得 


det o = — Kom) =, 
r? 


由 于 Kuso, FLA 一 般 的 比较 定理 办 法 ， 证 明 det o > > det a, 
故 
天 z( 开 )/ K3, T) = Ky (0) È Kyl) + r datal =) 
=- 7 天 (IT ) 十 l. 
利用 liminf rKu(r) 一 0， 得 


假若 这 个 tminf > 1， 则 有 无 限 大 的 > 使 得 
Ky,(It) > (1 + 8)Ks,(11), 
其 中 8> 0,8 不 依赖 于 +。 由 $11 的 定理 6 (Bishop-Gromov 定 
理 ), 可 导出 Vol(S,) < Vol( 多 ,)， 这 与 由 Kx <0 所 导出 来 的 
体积 不 等 式 VS, ) 之 Vol( 5 ,)， AFB. Alt 
liminf Ko(D) =], 
roo Ko(II) ` 


r 


Vol(S, 
| it Vo (ey 
不 难 用 这 个 极限 加 上 大 < 0 的 假设 证 明 M 必 须 与 Re SB. 

在 Ku > 0 时 证 明 这 个 定理 就 比较 困难 。 其 中 一 个 办 法 需要 
用 广义 的 Gauss-Bonnet EM, 到 目前 为 止 , 似乎 这 是 广义 Gauss. 
Bonnet 定理 的 唯一 应 用 ， | 

现在 讨论 这 节 的 主题 ， 就 是 紧 的 几乎 平坦 黎 曼 流 形 的 情形 . 

这 方面 的 突破 是 M, Gromov 的 工作 [G6], 但 是 Buser-Karcher 
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和 Ruh 的 贡献 也 很 重要 ( 见 BK}, [R4]. 
EX ” 紧 黎 曼 流 形 称 为 是 8 平坦 的 (s >> 0), 如 果 
[KeCMNMD7 < 8, 
其 中 d(M) 是 M 的 直径 ， | 

注意 : e 平坦 的 概念 是 与 黎 曼 度量 g 的 标 度 改变 无 关 的 。 即 
是 说 , & Ee PH e Ag E eE (AAEREN), 

e 平坦 是 一 个 远 比 平坦 弱 得 多 的 概念 ， 下 面 的 例子 说 明 一 个 
曲率 恒 等 于 一 的 紧 空间 形式 也 可 以 是 0.155 平坦 的 , 设 G 是 上 
的 20 面体 等 距 变 换 群 ， 令 M 为 商 空 间 GOS, KA Ku = 1, 
d(M) 一 2x/8。 从 而 


|K|d(M Y =-(E) ~ 0.155, 


FXE, Vs > 0, FÆR FPE, 而 s 平坦 的 黎 曼 流 形 ; 设 G 为 
所 有 2 X ” 阶 对 角 元 素 为 1 的 上 三 角 阵 组 成 的 群 ， 它 的 李 代 数 O 
是 


0 a; | 
®© 一 | " | we <i<is 中 
8 0 
GES BBE MME © 内 的 子 李 代数 
G=6, 6, = [6,8], 
则 有 一 个 me Zt E 6, 一 0 (事实 上 对 于 这 个 6, 可 取 m= 
n 一 1)。 现 固 定 一 个 9€ R, 0<4<1, 定义 @G 中 一 个 内 积 
Co)et | 
(A, BY, = >) abq!, WA, BEG, 
i<j Í ` 
AA PRP RAG LHBRSER, 不 难 直接 证 明 
[Kele < 24(” 一 27}. 
请 注意 右面 的 上 界 不 依赖 5。 现 令 
Pe{AeG: aE Z,V;;}. 
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WAZE M = FANG BRAM. MRI BD, WHERE 
(M, > DO 的 直径 也 是 充分 小 。 所 以 给 出 e> 0, 存在 4 使 得 
[Kel,@2(M) <e, BIM% e 平坦 。M 不 可 能 平坦 ， 因 为 从 下 述 
的 Bieberbach 定理 ,可 以 推出 : MIF GEZME., MIKA 
可 能 的 . 

明白 了 上 述 的 例子 ， 就 可 知 (1) 的 推广 不 可 能 太 简单 。 即 是 
说 ,如 M 是 紧 , s 平坦 的 流 形 , 则 其 万 有 覆盖 空间 诅 可 能 是 一 个 宕 
零 李 群 ,而 不 一 定 是 常见 的 交换 李 群 尺 "。 但 是 ( 互 不 同 构 的 ) 寡 堆 
李 群 的 集合 是 不 可 数 的 , 所 以 即使 预先 知道 M 是 一 个 寡 零 李 群 的 
话 ， 还 须要 直接 把 它 构 造 出 来 才能 证 明 它 的 存在 性 ， 这 表明 为 什 
么 下 面 的 定理 是 如 此 出 色 的 。 先 定义 : 如 果 C 是 一 个 离散 群 。 
则 {G} 是 下 列 的 一 个 子 群 序列 : 

Go = G, Gi~—{aba ib!: a€ G, bE GL). 
KGOGAFTH, WRA kE ZEGG ={1}). CGRELERE 
李 群 的 定义 与 这 个 是 一 致 的 . ERG HIGH. H Vee G, VRE Z, 
ce 一 1, 则 蕴涵 和 一 0。 
”定理 ([G6], [BK]) AM Æ n ERa e 平坦 的 流 形 , 其 中 
8 = exp(—exp(exp #2)), 

则 

(1) 基本 群 m.(M ) 内 有 一 个 无 找 \ 宕 零 、 正 规 子 群 T; 

(2) =(M)/T 为 一 个 有 限 群 , 且 与 正 交 群 0(n) 内 一 个 离散 
FHA; 

(3) AE n EI, BEEBE, se PRN AHO 
BTR, 
(4) 商 空间 ITNV 为 M 的 一 个 有 限 覆盖 (其 覆 阁 变换 群 当然 为 
a(M)/T). 

这 个 定理 和 证 明 是 Gromioy 在 1978 AH 11 页 简略 地 写 出 
的 ( 见 [G6])。 后 来 Buser-Karcher 限 随 Gremev 的 想法 ， 用 了 
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140 页 来 详细 证 明 这 个 定理 ( 见 [BK])。 但 是 还 是 很 难 读 ， 因为 这 
个 定理 本 身 的 深度 实在 太 大 ， 定理 中 
€ = exp( — exp( expr )) a 

,这 个 常数 自然 是 小 得 有 点 消 蓟 .一般 的 猜想 是 : eX MRA 
exp( 一 n) 左右 就 够 了 。(s 不 可 能 太 大 , 因为 上 面 我 们 看 到 一 个 
3 维 0.155 平坦 的 例子 ,其 万 有 覆盖 空间 为 S: 而 9 绝对 不 是 一 个 
REFER S- JERA- EH (4) 的 结论 不 太 满 音 : 似乎 最 理 
想 的 结论 , 应 该 是 x.(M)CN 而 且 x.(M) 人 WW SMASH. $ 
Stk 这 点 即使 在 平坦 的 情况 下 也 办 不 到 的 ; 考虑 Klein Hi Mo; 
将 Mo 表示 成 G\R’, BG R 上 的 等 距 变 换 群 ， 其 生成 元 为 


(x, y) > (x> y + Rory 


i 

| Gen + 二 一 路 
所 以 Mu 是 这 个 作用 的 商 空间 。 自然 G 就 是 Mo. 的 基本 群 m R 
EM 的 万 有 覆盖 空间 ，。 但 是 不 可 能 将 G 实 现成 E WTR, 因为 
R 的 子 群 作用 于 RE 上 都 是 平移 ， 而 G 内 的 元 8; 不 是 平移 另 一 
HH, Klein 痊 这 个 例子 可 以 用 来 具体 的 说 有 表 上 面 这 个 所 谓 几 乎 
平坦 定理 的 所 有 断言 (1) 至 (4)。 因 为 

gx y) = kr t la y) 

故 由 fg, 3} 所 生成 的 子 群 TCG 是 与 R 内 的 子 群 Z AW, S 
KTS ZA Arce. 可 见 GTS 2, Mh T\R 是 2 维 环 
H, NRE -> Mo 是 一 个 2 重 覆盖 。 最 后 注意 工 是 无 挠 的 交换 群 ， 
所 以 更 是 帘 零 群 . 

Klein 瓶 的 例子 ， 说 明 几 乎 平坦 定理 内 关于 工 的 断言 ， 即 
xi(M ) 内 有 一 个 有 限 指 标的 子 群 工 使 得 T 是 M 的 万 有 覆盖 空间 
NOTH, 事实 上 是 最 优 的 。 一 般 而 言 ，ri(M) 本 身 不 会 是 的 
子 群 。 另 一 方面 可 以 看 到 Klein 瓶 Mo 的 基本 群 6 昌 然 不 是 民 
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的 子 群 , HRS DGER 的 等 距 变 换 群 ， 对 比 之 下 , 几乎 平坦 定 
理 就 没有 做 到 这 一 点 ， 即 是 说 没有 证 明 NN 具 有 一 个 左 不 变 的 黎 曼 
度量 & 使 得 x,(M ) 实现 成 为 (N.e) 的 等 距 变换 群 。 最 近 Ruh 
改善 了 这 点 ( 见 [R4]), 他 将 (3) 和 (4) 加 强 如 下 : 

(3 ) 存在 一 个 = 维 的 单 连通 罕 零 李 群 N, NDT, 日 NN 具有 一 
个 左 不 变 的 黎 曼 度量 g 和 一 个 与 相 容 的 联络 D ( 即 是 说 DD 的 平 
移 都 是 对 应 于 8 的 线性 等 距 喘 射 )，D 有 平行 的 挠 率 张 量 和 便 等 
于 零 的 曲率 张 量 , 使 得 x(M) 在 上 的 作用 保持 D 和 g。 同 时 
可 以 刻 划 为 x(M) 内 所 有 平移 的 元 , 即 是 说 

r={a€a(M): VeEN, da: N, > Ns 
是 对 应 于 DD 的 平行 移动 }. 

(对 应 于 DD 的 平移 不 依赖 于 连接 两 点 的 曲线 ,因为 DD 的 曲率 为 和 零 而 
BNE.) 

(4) M5 =(M)\N ROR. 

经 过 Ruh 这 样 改善 之 后 ， 几 乎 平坦 定理 就 成 为 下 面 要 讨论 
的 Bieberbach 定理 的 直接 推广 。，[R4] 的 证 明 比 [G6] 较 简单 . 
他 除了 用 上 [G6] 的 一 个 主要 想法 之 外 ,还 用 上 [MR1] 与 [MR2] 
两 篇 文章 的 一 个 基本 偏 微 方程 的 技巧 。 这 个 技巧 其 实用 途 很 广 ， 
可 惜 因为 时 间 所 限 ， 我 们 不 能 在 这 里 讨论 ， 下 面 只 能 够 很 粗 的 介 
绍 一 下 [G6] 的 想法 。 很 容易 看 到 Gromov 是 从 Bieberbach 定理 
中 得 到 启发 的 , 因此 我 们 先 说 一 说 Bieberbach 定理 (参阅 [W8], 
第 三 章 )， 首先 给 出 一 些 定义 . 设 M 为 紧 的 平坦 黎 曼 流 形 , EM, 
由 Cartan-Hadamard 定理 , 知 

exp: M, > M 

XAAS. th (M, x) 作用 于 M. 上 对 于 M 中 以 * 为 起 、 
终点 的 回归 测 地 线 ( 不 要 求 在 * 处 光滑 ) 7: [0,1] > MH ve 
M., & ACY) -v 为 " 沿 着 7 平移 到 7Y(1) =x 点 的 向 量 。 于 是 
有 AT): M, >M. EE 
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HTN) = AT) -vt iC. 
称 AT) 为 对 应 Y 的 仿 射 平移 ,其 中 4(7) . ” 称 为 转动 部 分 ， 
71) 称 为 平移 部 分 . € ACY) 为 单位 阵 , 则 称 A HEB, 
可 以 验证 HV (7) 就 是 7 的 同 伦 类 [7] ([7]€ m(M ,x)) 在 万 有 
覆盖 空间 M. 上 的 作用 . | 

Bieberbach 定理 设 M 是 =” 维 紧 致 平坦 的 黎 曼 流 形 ， 其 基本 
群 xm(M ,x) 仿 射 平 移 作 用 于 M. 上 , 则 

(1) M 与 商 空 间 ri(M , x)\M. SEB; 

(2) 命 了 为 (Mx) 赴 所 有 平移 组 成 的 集合 , WA mM, 
x) 内 的 n 秩 自由 交换 的 正规 子 群 ( 即 是 说 ,T 与 Z 同 构 ， 且 是 
m(M,x) 的 正规 子 群 )， 商 群 xm.(M , x)/T 是 一 个 由 mM, zx) 
作用 M . 中 转动 部 分 组 成 的 有 限 群 ; ` 

(3) T\M, 是 7 维 环 面 ,并 且 是 M 的 有 限 覆 盖 , 其 覆盖 变换 群 
为 (M, x)/T. 

Bieberbach ZAPT HARPS. CHM. 中 的 
格 、 从 而 决定 MM.。 在 证 明 几 乎 平坦 定理 时 ， 也 是 先 找 到 这 个 了 ， 
然后 用 了 来 构造 Y。 在 平坦 的 情况 下 ， 如 果 M 是 环 面 、 则 每 个 
M7) 总 是 平移 , 所 以 T 了 一 x,(M ,x*)。 在 几乎 平坦 的 情况 之 下 ， 
情形 就 复杂 了 . .HV(7) 的 平移 部 分 通 泗 和 7 的 同 伦 类 [7] HR 
体 问 归 测 地 线 的 选取 有 关 。 所 以 mw.(M) 不 可 能 仿 射 平移 作用 于 
M:。 尽 管 如 此 ,我 们 还 是 希望 对 于 几乎 平坦 的 M, 可 以 使 x(M， 
x) “SUSE SAE PEF Mao 然 导 从 ”几乎 平移 ”部 分 来 挑 出 这 
个 子 群 T。 这 个 近乎 天 真 的 想法 的 精确 倍 明 ， 就 是 [G6] 和 [BK] 
中 最 复杂 的 部 分 。 其 中 重要 的 一 步 来 目 M 为 平地 的 特例 ， 若 对 平 
坦 , 则 x.(MM ) 中 的 仿 射 平移 o> 4 .vv 十 a 具有 一 个 特性 : AB 
么 是 单位 阵 , 要 么 它 的 最 大 转角 之 1/2. 换 名 话说 ,一 个 仿 射 平移 
是 平移 的 充 要 条 件 是 它 的 转动 部 分 的 转角 < 1/2. 利用 这 个 观 
察 SEB PDE. 当 Y 不 太 长 时 ， 只 要 ACY) 的 
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转角 都 小 于 0.48, 则 它 的 所 有 转角 其 实 小 于 1/7, 因此 定义 TI 为 
所 有 MAU) 所 生成 的 集合 ,其 中 7 不 太 长 ,而 且 转 角 都 小 于 0.48, 
然后 考察 工 中 的 乘法 和 换 位 子 ， 以 确定 工 是 nM. xz) PNAS 
无 挖 正规 子 群 。 再 用 Malcey 定理 ,可 证 了 中 的 乘法 是 -多项式 性 
的 ,从 而 可 以 将 工人 慌 人 到 一 个 ” 维 单 连通 医 零 李 群 六 中 .到 了 这 
地 步 才 将 NN 构造 出 来 ! 最 后 还 要 证 明 这 个 N 真 是 WM 的 万 有 黎 盖 空 
间 ， 这 里 要 用 到 所 谓 REU RRD. FARE, RETR ORT 
[BK], 
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5 17 ”一 些 未 解决 的 问题 


本 节 参 考 文献 
iY]. 


从 第 一 市 开始 到 这 里 ， 大 家 已 经 走 了 相当 长 的 一 段 路 .现在 
TARA OUT 人 符 解 的 问 电 ， 作 为 这 本 书 的 结束 。 希 望 通过 这 些 
问题 让 大 家 知道 ， 一 方面 固然 我 们 所 讨论 过 的 题目 只 是 几何 学 内 
光一 鳞 尘 爪 ， 但 是 已 经 足以 了 解 目 前 几何 研究 的 几 个 方向 ， 另 一 
方面 也 说 明 这 个 结束 其 实 就 是 一 个 新 的 开始 ， 大 家 心里 现在 应 该 
有 准备 回 儿 何 学 的 前 沿 走 第 二 步 了 .下 面 所 讨论 的 八 个 待 解 的 问 
题 ， 邦 是 一 般 几 何 学 家 所 熟悉 的 ， 间 时 也 是 [Y] 的 120 ARREN 
题 中 的 一 小 部 分 ， 


(一 ) 曲率 >>0 的 歼 曼 流 形 的 拓扑 结构 

参考 文献 : [851]，[GM]，[CG2]，fGW2]，[B1]，[W1]， 
[AW], [B3], [E3], [G8], [BG], [M3]. [SY5). 

在 第 五 节 中 我 们 已 经 提 过 ,如 果 M 是 一 个 非 紧 、 完 备 而 且 有 正 
《 定 面 ) 曲 率 的 黎 受 流 形 . 则 好 与 欧 氏 空间 同 胚 ( 见 1GM]。 他 们 的 
证 明 不 能 照顾 3 维和 4 玲 的 情况 ， 所 以 锛 要 用 [CG2] 来 补 上 ， 
Greene-Wu 在 [LGW2] 中 有 一 个 简单 的 证 朋 ,而 且 定 理 较 强 )。 所 
以 我 们 现在 把 注意 力 集中 在 紧 的 情况 上 .为 了 避免 不 必要 的 技术 
性 的 麻 焕 ,在 下 向 的 讨论 中 ,我 们 再 加 上 单 连 通 的 假设 ， 

从 对 称 空 站 的 理论 中 ( 见 [B5] 和 [H31), 我 们 知道 所 谓 一 秩 
TAREE HRS 则 都 具有 大 > 0 (用 KK 来 表示 截面 曲率 ) YH RS 
量 。 这 些 空间 不 难 列 出 : RS, 实 射 影 空间 PR, 复 射 影 空 间 
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P.C, 四 元 素 对 影 空间 PAM Cayley PH. P.RAR AEBS 
通 的 ， 所 以 违背 了 上 面 的 约定 。 这 是 唯一 的 例外 .) 在 1961 年 以 
BU. 人 们 不 知道 是 否 所 有 天 > 0 的 单 连通 紧 致 艇 室 谎 形 一 定 与 一 
个 一 秩 的 紧 致 对 称 空间 同 胚 。 自然 这 个 疑问 完全 出 于 无 知 ， 因 为 
那 时 完全 没有 例子 ，1961 年 Berger ÆRA EREN ERS ME 
分 类 (UL [B1])，, 发 现 还 有 两 个 齐 性 、 单 连通 、 紧 致 的 黎 受 流 形 有 
天 > 0, 一 个 是 7 维 ， 另 一 个 是 13 维 。 1972 年 Wallach 又 发 现 
在 非 正 规 的 黎 曼 齐 性 流 形 中 还 有 三 个 例子 , CE [Wi]. 它们 的 
维 数 都 是 偶数 : 6, 12, 24。 有 了 这 些 例子 之 后 ， 有 些 人 仍然 一 朋 
情愿 ,希望 在 每 一 个 维 数 内 所 及 >> 0 的 紧 致 、 单 连通 笋 曼 流 形 ， 
它们 的 拓扑 型 是 有 限 的 、 这 个 梦想 在 1975 SEK Aloff-Wallach 
所 打破 ( 见 [AW1)。 他 们 在 ?7 BAM TIA ARYA, MRA 
K > 0 的 单 连通 \、 紧 致 的 齐 性 黎 受 流 形 。( 一 年 之 后 ，Bérard Ber- 
gery 总 结 了 上 上述 Berger, Wallach 和 Aloff-Wallach 等 人 的 工 
作 , 在 583] 中 证 明 除 了 他 们 这 些 例子 外 ,再 没有 其 他 的 紧 致 单 连 ， 
通 , 齐 性 和 具有 K> 0 的 黎 曼 流 形 .) 最 近 ，Eschenberg 更 进一步 
构造 了 一 列 7 维 的 K ORI, 并 证 明了 这 些 流 形 不 可 能 和 任 
何 齐 性 、 天 > 0 BRC LE3)). 所 以 总 括 这 些 人 的 工作 ， 
我 们 可 以 说 具有 .K > 0 的 紧 致 、 单 连通 黎 受 流 形 是 相当 多 的 ”， 
但 是 目前 还 设 有 办 法 回答 一 个 最 简单 的 问题 : 这 些 天 之 0 的 流 
形 到 底 有 什么 共同 的 拓扑 性 质 ? 

为 了 说 明 我 们 在 这 方面 的 无 知 是 如 何 使 人 吃惊 的 ， 可 以 说 得 
更 具体 一 点 ; Xx 名 是 否 容 有 一 个 下 0 的 黎 曼 度量 ? 这 个 由 
H. Hopf 首先 提出 来 的 问题 ， 到 目前 还 没有 解答 。( 这 个 问题 的 
直观 想法 是 很 简单 的 : ”由 Gauss-Bonnet 定理 知 S x S REA 
有 一 个 天 > 0 的 黎 受 度量 ,又 由 [H1] WAS x 5 不 能 容 有 同样 
的 度量 ,所 以 下 一 步 自 然 要 间 SX 8) 更 进一步 ， 我 们 可 以 问 : 
如 果 M, N 都 是 单 连通 的 紧 致 微分 流 形 ，M XN 是 否 容许 一 个 
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K > 0 的 度量 ? 

从 Hodge 理论 可 以 看 出 ,如 果 M 是 一 个 紧 致 的 、K > 0 的 流 
形 , 则 它 的 Betti 数 b(M) 似乎 “不 可 能 太 大 ”。 但 是 要 把 这 名 
话 变 成 精确 的 数学 ，、 直 到 最 近 才 开始 有 些 进展 。Gromov 在 1981 
年 证 明了 一 个 突破 性 的 定理 ( 见 【G81): Yne Zt, 存在 一 个 常数 
cin) 只 依赖 于 ns 使 得 所 有 PRR. K 之 0 的 笋 曼 流 形 M BH 


E: >) 5i:(M) 筷 clw)。 可 是 从 我 们 的 观点 来 看 , 这 个 定理 还 不 
k | i 


能 解答 我 们 的 问题 :内 为 第 一 ,这 个 e(n) 是 前 是 一 个 很 大 的 数字 ， 
第 二 ,这 个 证 明 不 能 判别 天 > 0 和 天 全 0 的 情况 ,也 就 是 说 ,如 时 
假设 天 > 0 的话 ， 这 个 上 界 cle) 也 没 法 改善 。 一 般 的 猜想 是 : 
如 果 只 假设 天 > 0, 则 最 佳 上 界 c(a) 应 该 是 2* (Cn 维 环 面 满足 这 
个 上 界 ). 但 是 如 果 将 假设 加 强 成 为 及 > 0, 目前 还 没有 人 敢 猜 想 
REIES cle) 应 该 是 什么 .比方 说 , 是 否 一 定 有 OM) <1 
E? 如 果 是 对 的 ,就 立刻 可 见 9 x 8 不 容许 一 个 玉 盖 0 RE. 
在 目前 所 有 的 例子 中 ， 这 个 hM) 的 不 等 式 是 成 立 的 ， 同 时 在 
Kahler 的 特殊 情况 下 ， 这 个 不 等 式 也 是 对 的 ( 见 [BG])。 不 过 归 
根 到 底 ， 这 个 hM) 的 不 等 式 只 是 胡 猪 乱 想 , 因为 找 不 出 理由 来 
PLA ATA K > 0 可 以 控制 2(M) 到 这 个 地 步 ， 

注 。 这 个 Bishop-Goldberg ([BG]) 的 关于 Kahler WEH 
不 等 式 已 有 很 大 的 改善 ，Mori 在 1979 年 刻 划 了 复 射 影 空 间 PC 
( 见 [M3]), 其 中 一 个 很 特殊 的 情况 就 蕴涵 了 天 汪 0 的 紧 致 Kä- 
hier 社 形 都 与 P,C 双 全 纯 问 构 。 这 个 例子 稍 后 也 被 Siu-Yau 于 
1980 年 在 [SY5] 中 用 微分 几何 的 方法 予以 证 明 Mori 用 代数 几 
何 的 方法 证 明 ). 


(二 ) HM A--+ 2M ER, BERBER. 如 果 
K>0, £& %(M)>0(X(M) 4 M & Euler 示 性 数 )? 如 果 
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K <0, 是 否 (—1)* X(M) > 02 

参考 文献 ; [C4], [Gi], [K2]. 

fe 2 SER} (BP 2 = 1), Gauss~Bonnet FHEAMAR E H E 
的 . Æ 4 ERT CBP 2 = 2), 广义 的 Gauss-Bonnet HR BAH TA 
样 的 答案 (这 是 Milnor 的 定理 , 证 明 避 以 参阅 [C4]. 在 6 维 以 

完全 没有 结果 ,但 是 [G1] 中 的 例子 说 明 ,广义 Gauss-Bonnet E 

理 不 可 能 在 这 情况 对 这 个 问题 有 任何 帮助 (Klembeck 在 [K2] 
中 将 Geroch 的 例子 简化 了 一 点 )。 我 们 现在 对 这 个 断言 加 以 解 
RE. J X Gauss-Bonnet 定理 是 说 : 


|, y =X(M), 


其 中 被 积 项 为 
wma 之 (ip 人 人 入 下， 


1 


这 里 是 一 个 只 依赖 于 ”的 常数 , 9; 是 曲率 形式 8 对 应 于 标 架 
《的 分 量 ， 
E(t1s° + fas) | 
+1, 如 Gotto tn) Æ (1,.…, 20) HAER, 
= 4 一 1， 如 Cissy ian) 是 (1,…, 20) 的 奇 置换 ， 
0， 其它， 
因为 Q(X, X) SEH (Xi, X) 张 成 的 2 EE R 
曲率 ， 所 以 人 们 希望 能 够 证 明 ; K> 0 一 > 下 在 每 点 上 为 正 的 ， 
K 一 0 一 (一 1)" 在 每 点 上 为 正 的 . 在 4 维 时 , [C4] 中 的 证 明 
做 到 这 点 。 但 在 6 维 时 ，Geroch 的 例子 说 朋 在 一 点 上 可 以 同时 
有 天 >>0 和 于 < 天 0。 所 以 这 个 直接 的 办 法 不 能 解决 问题 . 
这 个 问题 中 天 > 0 的 一 部 分 ， 当 然 就 是 (一 ) 的 一 个 特殊 情 
况 。 似 乎 也 是 H. Hopf 首先 提出 这 个 问题 的 .如 果 维 数 是 奇 的 ， 
则 Poincaré SRR WISH XCM) 一 0。 所 以 人 们 对 奇数 维 
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的 情况 不 感 兴趣 . 


(=) 设 Mi, M, 是 紧 致 的 、K KOM Mn RREAH, 如 果 
m(M,) = mM) AE Mi 与 M; 微分 同 胚 ? 
参考 文献 : (FH). 
WX K 一 0， 所 以 Cartan~Hadamard TEE bub exp! iM, 六 — 
Mi 是 一 个 人 覆盖 映射 (x&€ M) 故 有 | 
xi(M,) =0, VD2， 
AE, 
wl M:) = 0, Vi 之 2, 
由 一 般 的 同 伦 论 , 立 知 有 同 伦 等 价 f; M 一 M;. 所 以 上 面 的 问题 
实际 上 是 问 ; ES 了 同 伦 于 一 个 微分 同 胀 ?9 Gromov (未 发 表 ) 证 
HT df: TM >TM (QE TM 表示 MM WM), Ae Ft 
parla] MS. Farrell-Hsiang Æ [FH] 中 则 证 明 
| jx id: MXR- MXR 
Gd 是 R VHESRH)ACT-TRAORB. EB: MX RS 
M: XxX RMR M B5 M; 同 还 ， 因 为 拓扑 积 并 没有 对 消 
从 直观 的 想法 看 来 ,这 个 问题 是 正确 的 可 能 性 是 相当 大 的 , 因 
为 经 验 告 诉 我 们 , K 二 0 的 其 致 流 形 是 比较 “有 刚性 ”的 , 所 以 单 
是 基本 竺 就 习 能 把 它 的 拓扑 型 完全 决定 ， 


(四 ) K <0 (pinching) 问题 

参考 文献 : [G5]. 

在 $16 的 首 段 , 我 们 已 经 大 略 地 讨论 过 ， 如 果 一 个 紧 致 黎 曼 
深 形 的 截面 曲率 是 “几乎 十 1 或 0, 则 这 个 流 形 就 “几乎 ”与 
K= +i RKE ZHE. 现在 要 问 ,如 果 K 是 “几乎 ” 
-- 1, 则 又 怎样 ? 更 精确 地 说 ,对 = ERRI M, 如 果 存 在 一 个 
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从 依赖 于 # 的 正 数 O(n), 使 截面 曲率 天 满足 

— 6(x)—1<K<—1, 
则 MM 是 否 与 一 个 紧 致 和 的 K = 一 1 的 空间 形式 同 豚 ? 如 果 愿 意 让 
B(n) 依赖 于 M 的 体积 或 直径 ， 则 这 个 特殊 情况 的 答案 是 肯定 的 
(E. Heintze( 没 有 发 表 ) 和 [G5]). 但 在 一 般 的 情况 下 ， 这 个 问 
题目 前 无 从 人 手 . 


(五 ) RU 中 的 常数 量 曲率 的 紧 致 超时 面 是 否 一 定 与 单位 球 
wm S* 合同 ? 

参考 文献 : [CY]，[H2]，[W3]. 

如 果 没 有 任何 其 它 的 条 件 ， 这 个 问题 不 可 能 有 肯定 的 答案 . 
所 以 更 精确 的 说 法 应 该 是 : 第 数量 曲率 加 上 怎样 最 弱 的 条 件 就 可 
以 保证 与 5* 合同 ?在 ”一 2 时 自然 不 需要 其 它 条 件 就 有 肯定 的 答 
案 ( 即 古典 的 Liebmann 定理 )。 如 n> 2, Cheng-Yau 证 明了 
MME K > 0, 则 是 对 的 (网 [CY]. AK Hartman 在 [H2] 中 
推广 了 这 个 结果 如 下 。 设 超 曲 面 M 的 第 二 基本 形式 4 有 特征 值 
liottts de, Eh u EME BM. 由 高 斯 方程 (§ 13) 可 证 


2 1:4; 就 是 M 的 数量 曲率 。 既然 知道 这 个 和 就 是 4 的 第 二 初等 


Wt PR AK, Hartman 就 考虑 了 第 RAN A BN SSF et BR BRR BE BY 
问题 . 

当天 二 0, NME A COL $ 13 的 讨论 )。 一 般 来 
说 ， 目 前 的 超 曲面 刚性 定理 都 依靠 这 种 强 吓 性 来 进行 的 ， 但 是 这 
个 强 凸 性 的 假设 其 实 太 强 。 最 近 Walter 把 天 > 0 减弱 成 为 
K>0, 发 现 结论 就 比较 弱 : 不 能 证 明 与 8* 合同 ， 只 能 证 明 M 是 
BRAGA (isoparametric hypersurface ( 见 [W3]))。 这 个 方 
向 是 值得 向 前 推进 的 ， 
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(六 ) 在 二 维 环 面 上 无 共 辑 点 的 歼 曼 度量 是 否 一 定 平坦 g 
参考 文献 : [K4] + $ 3.9, [G2]. 

FCF AR Se EA We BA AEE AR. E 2 维 时 ,E. 
‘Hopf HEWER LAX ANR SE E—-PEP AW CA 
【K41)。 所 以 这 个 间 题 是 要 求 Hopf 定理 的 高 维 推 广 。 Green 在 
[G2] 中 证 明 在 > 维 环 面 上 这 种 度量 的 数量 曲率 一定 满足 


| < <0, 而 且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 天 一 0。 除 此 之 外 . 别 无 结 
K, 


(4) 2nS8H RAR (stable) 的 极 小 超 曲面 是 否 为 
起 平面 ? | 

参考 文献 : [BDG], [s5]. 

=n <8 ki, Simons Æ [S5] 中 证 明了 R" 内 任何 余 维 数 为 
1 的 极 小 图 象 一 定 是 超 平 面 ， 然后 ， Bombieri- DiGiorgi-Giusti 在 
R (n> 9) 内 构造 了 不 是 超 平面 的 余 维 数 等 于 1 的 极 小 图 象 ( 见 
[BDG]). 在 $14 的 最 后 部 分 , 我 们 已 证 明了 任何 余 维 数 为 1 的 
极 小 图 象 一 定 是 平稳 的 。 所 以 这 个 问题 就 是 要 去 推广 Simons 的 
定理 ， 同 时 也 说 明 为 什么 要 有 有关 委 8 的 限制 ， 在 $15 结束 之 前 ， 
我 们 也 提 到 了 ”一 3 时 ,这 个 问题 已 被 Fisher-Colbrie-Schoen 和 
do Carmo-Peng 独立 解决 了 , 见 [FS], [CP]. 

我 们 也 应 该 提 及 ,在 4 之 9 时 , Bombieri-DiGiorgi-Giusti 的 
定理 也 是 有 可 能 被 改善 的 ，Bombieri 提议 说 这 些 非 超 平面 的 极 小 
图 象 可 能 只 有 多 项 式 的 增长 率 ,也 就 是 说 ,如 果 M 是 极 小 图 象 ， 

dimM=n—-1, MCR’ (n29), 
定义 
M(r) =Mf\{xe R": [x] <r}, 
WAERN A B, E Mr) 的 体积 Yol(M(r)) HE 
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Vol(M(r)) S Ar, 
最 近 (1985 年 7 月 ) 闻 说 Leon Simon 在 心 内 已 证 明了 这 个 猜想 
的 正确 性 . 


(A) 在 8S"+: 中 考虑 所 有 具有 常数 量 曲 率 CHER BS 
H Wik o HS GB 

参考 文献 [CCK]，f[PT1，f[L11. 

MN St 内 的 紧 致 极 小 超 曲面 , 且 M 的 数量 曲率 为 一 个 党 
Ro, 命 财 的 第 二 基本 形式 为 A, 定义 算 子 范 数 j]4| 如 $ 14 之 公 
I (14.13), 则 有 |4 一 zx(2 一 1) 一 o。 因 此 | AP 亦 为 常数 。 且 
o 取 的 值 为 离散 的 , 当 且 仅 当 | AP 所 取 的 值 为 离散 。 显然 | 4|? 之 
0。 现 考虑 | Al? 在 [0，co) 内 的 值 , 414P = 0， 则 邓 为 全 测 地 超 
球面 。 1968 年 Simons 在 [S5] 中 证 明了 |4 ÆRE (0, 7) 内 
不 能 取 值 。Chern-do Carmo-Kobayashi (H, [CCK]) 与 Lawson 
( 见 [L1]) 独自 证 明了 14 一 ”的 充 要 条 件 是 M 为 SO 内 的 
Clifford KE (EURER Ei HIFR). Peng-Terng 最 近 证 明了 在 
(mn n+ 二) 内 14 又 不能 取 值 ， 而 且 在 一 3 时 。 更 可 证 明 
{ 41 在 (3,6) 内 不 能 取 值 ,而 且 有 起 出 面 使 得 | 4|: = 6。 所 以 目 
前 待 解 的 问题 是 : | Alt > nt it, | 4 所 取 的 值 是 否 离 


散 ? 在 数学 上 这 种 “ 间 阶 现象 "者 是 非常 有 意思 的 ， 
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极 小 子 流 形 minimal submanifold 242,243 
wht E h minimal surface equation 250 
ek BEER globally minimizing submanifold 254 
稳定 极 小 超 曲 面 stable minimal hypersurface 292 
稳定 极 小 子 流 形 stable minimal submanifold 254 
极 化 polarization 124 
间隙 现象 gap phenominon 103,293 
连续 归纳 法 Continuous induction 65 
两 点 齐 性 空间 two-point homogeneous space 69,102 
体积 volume 196 
体积 元 metric volume element (form) 196 
体积 的 第 一 变 分 first variation of volume 244 
体积 的 第 二 变 分 second variation of volume 252 
完备 complete 60,62 
严格 次 调和 strictly subharmonic 247 
NERF coordinates 
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LEBRA isothermal coordinates 265 
HEMER normal coordinates 83,215 
BRAG natural coordinates 3 


N X 


变 分 variation 
EREI proper variation 106 
法 向 正 常 变 分 normal proper variation 251 
于 流 形 的 正常 变 分 。 proper variation ot submanifold 242 
弧 长 第 一 变 分 公式 formula for the first variation of arclength 105 
MRE AR formula for the second variation of arclength 108 
体积 第 一 一 变 分 (公式 】 first variation of volume 244 


Ny OTC TD s€Cuud vartation of volume 252 
变 分 向 量 场 variation vector tield 243 , 


参数 parameter 
线性 参数 linear parameterization 19 | 
弧 长 参数 canonical parameter of the arc 49 
弧 长 参数 化 parametrization by arclength 49 
再 参数 化 reparametrization 49 
单调 再 参数 化 monotone reparametrization 53 
Ke identification 190 
度量 metric 
平坦 度量 flat metric 13,41 
poincaré 度量 poincaré metric 77,78,85 
HEE BE hyperbolic metric 70,76 
SLR aS Fe E bi-invariant metric 12,51,179 
FEH induced metric 13 
离散 度量 discrete metric 63 
i & Riemannian metric l 
度量 空间 结构 (距离 结构 】 metric space structure (distance 
structure) 48,60 . 
单 参数 测 地 线 族 one parameter family of geodesices 80 
单一 半径 injectivity radius 158,189 
单位 分 解 partition of unity 8,193 
单位 图 盘 unit disc 51 
sE [Al orientation 115,121 
定向 保持 orientation-preserving 122 
cE Al ie orientation covering 120,121 


图 象 graph 233 
HERR normal coordinates 83,215 
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法 标 架 场 (在 一 点 x 处 ) frame field normal at x 218 
法 向 量 场 = normal vector field 229 | 
ERP 204 
BK Z IR algebra of C” functions 6 
非 退 化 点 偶 nondegenerate pair 179 
弧 长 参数 化 parametrization by arclength 49 
级 长 变 分 公式 formulas for the variation of arclength 
空间 形式 space form 70 
固定 点 集 fixed point 72 
转动 部 分 rotational part 284 
ok ft tensor 
张 量 的 类 型 type of tensor 32 
张 最 分 析 tensor calculus 29 
fe 24 oe torsion tensor 14 
Hy 238 ake curvature tensor 38 
Racci 张 量 Ricci tensor 46 
对 称 张 是 积 symmetric product 265 
直径 diameter 134,158 
直 纹 面 ruled surface 236 


九 划 


让 trace 36 
标 架 场 frame field 
对 偶 标 架 场 dual frame field 196 
胞 腔 cell 176 
保 角 变换 conformal transformation 274 
测度 measure 195 
测度 论 measure theory 192,196 
Wl Ht Be geodesic 19 
正规 测 地 线 。 normal geodesic 48,49 
非 退 化 测 地 线 nondegenerate geodesic 177 
径 向 测 地 线 radial geodesic 53 
最 短 测 地 线 minimal geodesic 3941115141 
稳定 最 短 测 地 线 stably minimizing geodesic 147 
四 YS Pa HY ee geodesic loap 283 
. PRIA Closed geodesic 116 


105,108 


单 参数 测 地 线 族 one parameter family of geodesics 80 


测 地 三 角形 geodesic triangle 141 
7 HE E J geodesic circle 94 
AA BEER Th geodesic sphere 57 


e 307 。 


AES geodesic bali 112 
Bey multiplicity 169 | 
复 结 构 complex structure 265 
一 维 复 流 形 one dimensional complex manifold 267 
Bp HE BS HQ canonical complex structure 267 
FARRAR complex coordinate function 267 
GEER complex coordinate neighborhood 267 
EI norm 53 
44 ak Be radial segment 26,53 
GW radial geodesic 53 
Wee «critical point 175 
he FR critical value 200 l 
Mia fray 3 basis coherent with the orientation 115 ' 
指数 exponential 51 : 
临界 点 的 指数 index of the critical point 176 
了 的 指数 index of J 170 
WU HAE CRATE RK index of the geodesic 170 
指数 映射 exponential map 49 
指标 形式 index form 126 
BKK it star-shaped domain 196 
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高 斯 映射 。 Gauss map 231,273 
高 斯 引 理 Gauss lemma 57,90,148 


高 斯 方程 Gauss equation 234 
高 斯 曲率 Gaussian curvature 40,231 
积分 integral 196 
微分 式 积 分 integral of a differential form 196 
积分 论 integration 192 
积分 流 integral flow 201 
A. immersion 49 
AREA stationary immersion 243 
WBRA minimal immersion 243 
(Pe ae RE YE E EE compactness argument 52 
$5 SHR a Er torsion tensor 14 
射线 ray 95 
射影 空间 projective space 
xua] real projective space 122 
实 射 影 平 面 real projective plane 197 
调和 和 harmonic 
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AAI RX harmonic function 261 
RIB AER subharmonic function 162 
RMA strictly subharmonic function 247 
ERRAR spherical harmonic function 264 
调和 微分 式 harmonic differential form 220 
调和 映射 harmonic map 257 

TE pa RK 
《集合 的 ) 特 征 函 数 characteristic function 195 
(HTE eigenfunction 263 

特征 和 值 eigenvalue 263 
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党 曲率 空间 space of constant curvature 151 
常 曲 率 完 备 流 形 complete manifold with constant curvature 70 
第 一 Bianchi 恒等式 first Bianchi identity 42 
:第 二 Bianchi 恒等式 second Bianchi identity 45 
第 二 基本 形式 second fundamental form 72,229,230 
基本 群 fundamental group 290 
Fx HA Be base curve 79 
球面 定理 4 sphere theorem 

拓扑 球面 定理 sphere theorem 142,157 

同 伦 球面 定理 homotopy sphere theorem 179 
梯度 gradient 199 
旋转 对 称 rotationally symmetric 83 
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HAm hypersurface 231 

道路 空间 loop space 175 

等 参 超 曲面 isoparametric hypersurface 291 
EE isometry | 

oes Bs tke SS isometry 97 

局 部 等 距 变 换 locally isometry 39 
RSM global isometry 39 
wng group of isometries 77 
等 漫 参数 isothermal parameter 265 

wisi cut point 147,185 
割 迹 ( 极 小 轨迹 ) cut locus 147,185 

Fa I distance nondecreasing map 141 
距离 函数 distance function 147 | 
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FB BS 25 distance structure 48,60 
联络 connection 2,6 7 | 
联络 的 第 二 定义 second definition of connection 24 
联络 的 第 三 定义 third definition of connection 25 
联络 的 纤维 从 定义 . fiber bundle definition of connection 25 
联络 结构 connection structure 5 | 
主 从 上 的 联络 connection on a fibe: bundle 29 
线性 联络 linear connection 6 
仿 射 联络 affine connection 6 
AN KA projective connection 6 
对 称 联 络 symmetric connection 14 
无 挠 联络 torsionfree (torsionless) connection 14 
ZS WE ER admiscihle connection _ 283 
Levi-Civita 联络 Levi-Civita connection tt 
Be ES Riemannian connection 11 
i SB induced connection 21,22 
法 从 上 的 诱导 联络 induced connection on rormal bandle 251 
标准 联络 canonical connection 6 
联络 系数 coefficients of connection 11 
oy RE divergence 197,216 
最 大 瑶 径 定理 maximal diameter theorem 138,161,211 
最 小 示 径 定理 minimal diameter theorem 161 
Bee 3 Al HDB minimizing geodesic 59,111,141 
Be 46 Hae minimizing curve 59 
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零 化 数 nullity 169 
微分 理想 differential ideal 241 
微分 
DEA covariant differential 6,35 
全 纯 微 分 holomorphic differential 269 
数量 曲率 ”scalarf curvature 46 


十 四 划 


车 序列 spectral sequence 179 

稳定 极 小 子 流 形 stable minimal submanifold 254 

稳定 极 小 超 曲 面 stable minimal hypersurface 292 
稳定 最 短 测 地 线 stably minimizing geodesic 147 

HAZA stationary immertion 243 
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i Tl BHR sectional curvature 43 
和 模型 空间 | model 139 


十 五 划 


te SA) $7 transversal vector field 80 

g Sp Fe Riemannian metric 1 

4 th Ty Riemann surface 267 

A Ye FZ Riemannian manifold 
TAREHE complete Riemannian manifold 51,62 
ERR Bony compact Riemannian manifold 66 
FERS WI jj homogeneous Riemannian manifold 66,69 
曲率 定 号 的 黎 曼 流 形 Riemanntan manifold whose curvature 

keeps a sign 67 ` 

正 曲 率 黎 曼 流 形 Riemannian manifold of positive curvature 286 
fi SHE 2 SB ETE Riemannian manifold of negative curvature 290 
E HE AAS eS IL Riemannian manifold without conjugate point 292 
几乎 平 进 流 形 almost flat manifold 276 


十 六 划 以 上 


整体 性 的 global 91 
Fg = covering 
Wheat covering map 92 
nats ee oriented covering 120,121 
万 有 覆盖 universal covering 276 
柳 盖 变换 群 covering transformation group 281 
HRA RE locally finite covering 193 


其 他 
CW 复合 形 CW complex 176 
fi ”长 方形 映射 C™ rectangle 79 
C” AKIR algebra of C” functions 6 
CW ARD 多 上 的 模 module over F 7 
68- 平坦 s-flat 280 
多 -线性 F -linear 6 


L?(M) 195 
9% 上 向 量 场 21 
BP 204 


submersion 12) 
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